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On reconnaît là (V. de Longchamps, Géométrie analytique^ 
§ 278) les formules unicarsales qui définissent la cubique aux 
piods des normales à une quadrique qui correspond au pointM. 

On observera que le lieu des centres des quadriques Q est 
une courbe, bien que Téquation générale de ces quadriques 
renferme deux paramètres arbitraires l, p*; on a là un 
exemple de robjection que Ton peut adresser au raisonnement 
qui conclut, de la présence de deux paramètres arbitraires, 
que le lieu cherché est une surface. Gela est vrai, en ghiéral^ 
mais il y a des exceptions. 

EXERCICES 

Par M. Barisien* 

(Suiie^ voir page 276.) 



EXERCICES SUR l'eLLIPSE ET l'hYPERBOLE 

1. — Étant données les deux ellipses dont les équations sont 

(1) b*x« H- a«y* = a«b» 

(2) a*x« + b*y« = a»b« 

le lieu des sommets des angles droits dont un des côtés est tangent 
à la première ellipse et dont l'autre côté est tangent à la seconde 
ellipse^ se compose de deux quartiquss que Von peut considérer 
comme les podaii^es du centre (Tune certaine ellipse. 

La tangente à l'ellipse (1) et dont le coefficient angulaire est m a pour 

équation 

(3) y = mx -h yja^m^ H- 6*. 

La tangente à Tellipse (l\ de coefficient angulaire , a pour équation 

wi 

Il faut éliminer m entre (3) et (4). En égalant les deux radicaux 

\lohii^ H- &• de (3) et de (4), on obtient 

(5) 2/ — ma? = ±: {my -^ x). 
En prenant d'abord le signe +, on déduit de (5) 

En portant cette valeur de m dans (3^ on trouve l'équation 

(6) (a;» + 1? = oVa; — y)» + 6« (a? + 2/)'. 
Avec le signe — de (5), on aurait trouvé 

(7) (a;* + vY = a''{x-\- y)* H- 6«(a? — y)\ 
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Si on prend pour axes de coordonnées, des axes OX, OY, bissectrices 
des premiers axes Ox^ Oy, ces deox équations prennent la forme 

(8) (X* + YV = 2(a«X» + 6*Y«). 

(9) (X» 4- Y«)« = 2 (b«X* + a»Y»). 

On reconnaît Téquation de la podaire du centre de l'ellipse ayant pour 
demi-axes ay/â et b^. 

Le lieu total se compose donc des podaires du centre de cette ellipse 
lorsque ses axes sont dirigés suivant l'une ou l'autre des bissectrices des 
axes des deux ellipses données. 

2.— Par un des foyers F d'une ellipse donnée on fait passer tous 
les cercles £ qui sont tangents à l'ellipse en ses divers points tels 
que A. Chaque cercle £ coupe V ellipse en deux points B et G autres 
que A. La droite BG enveloppe une ellipse. 

L'ellipse étant rapportée à son centre et à ses axes, l'équation générale 
des coniques tangentes k rellipse en un point A (Xi, y,) est 

(1) X(6^* + aV— a*b*) -4- (ô^axc, -h o«yy, — a*6*) (6»Xir, — a*yyi ^k) = o. 
L'équation de la droite BG est 

(2) b^xXi — o«yyi -h A; = o. 

Il fiiut maintenant déterminer Xei k par la condition que la conique [1) 
est un cercle et que ce cercle passe par le foyer F. 
La conique sera un cercle si l'on a 

Ib* -f- 6*05? = Xa* — a*y2. 
D'où 

(3) X = -i— î ==-(«*- c*x{). 

Si nous exprimons que la conique (1) passe par le foyer F( — c, o), 
on trouve, après avoir fait disparaître le facteur (a* + cxi) : 

c 
Uéquation (2) de la droite BG est donc 

a» 6* 

(4) b^^i — a^yVi + -^ (ca?i — 6*) = o. 

On a, en fonction de l'angle excentiique 9 du point A 

Xi=: a COS 9, y^ =zb Slu 9. 

L'équation (4) devient alors 



(a*\ ab^ 

x-\ 1 cos 9 — ay sin 9 =.- -T- . 
c/ c* • 



Sous cette forme, on voit immédiatement que la droite BG enveloppe 
la courbe qui correspond & Téquation 

G'est une ellipse semblable à Tellipse donnée, ayant ses axes parallèles 
à ceux de cette ellipse et dont le centre est situé au pied de la directrice 
relative au foyer F. 






3, — On considère une ellipse E et le cercle £ décrit sur le 
petit axe de B comme diamètre. 

JOURNAI. Dl MATH. SPiC. — 1896. 2. 
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Par im des sommets A du grand axe on mène dans Idiipse nn 
rayon vecteur quelconque AM, eT sur AM comme diamètre on 
décrit un cercle S. Montrer que : 

i^Vaœeradieal des deux cercles £ e/ S enveloppe uneparahde; 

^ Le lieu du point d'intersection de cet axe radical avec la ligne 
des centres est une cubique. 

Si x^ et Vi sont les coordonnées da point M, on tronre poor Féqaa- 
tion du cercle S, 
(S) a^ -f- »• — {x, + a)x — y,y 4- oxj = G 

Celle du cercle S est 

(5) aï* H- y* — d« = G. 
L'axe radical de S et 2 a donc pour équation 

(1) x[x^ -h a) -H yy, — œci — 6* = G 
et si Ton remplace x^ et y. par 

x^^a cos 9 , yi = 6 sin <p 
cette équation devient 

(2) a(a? — a) cosç + feysinç + aa; —6* = G. 
1' On voit que cette équation (i) a pour enveloppe 

cfi[x — a)* + 6*y' = (ax — 6*)«, 
ou la parabole ayant pour équation 

&V — 2ac»ic + c*(a*-h 6*) = g. 
2* Uéquation de la ligne des centres de S et 2 est 

(3) a;y, = y(a;, + a). 

Il faudrait éliminer x^ et y^ entre les équations [IJ et (3) et la suivante 

(4) b^l 4- a»yî — a*6> = g. 

Nous pouvons simplifier cette élimination par l'artifice suivant. Uéqua- 
tion (4) peut s'écrire 

a*yj = 6*(o — x^)(a ■+- a;,). 
En divisant (3) et (4), membre à membre, on obtient 

a^ _ b^ja — Xt) 

^ X y 

On est donc ramené à éliminer Xi et yi entre les trois équations du 
premier degré en x^ et y^ (1), (3) et (5) : ce qui se fait immédiatement au 
moyen du déterminant 

{x — a) y (oa; — 6*) 

y —x ay =g, 

b*x a*y — ab*x 

lequel, développé, donne Téquation d*une cubique 

,__ b^a;»[(a« + 6») — 2aa;] 

^ "^ al26*a;+ ac>l 
Rentarques, — Si Ton remplace le cercle 2] de l'énoncé par un cercle 
de rayon R concentrique à Tellipse, on trouve que l'axe radical de ^ 
et S enveloppe la parabole 

(6) 6 V = 2a (a» — R«) a? -f- R* — o* 

et que le lieu du point de rencontre de Taxe radical avec la ligne de 
centres est la cubique 

, ___ b*x*{a* + B}—2ax) 

^' ^ ■■a[26*a;4-a(a».-R«)]* 
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On peut encore observer que lorsque R = a, U cubique (7) so réduit 
au cercle dont Téquation est 

y* = x{a — 05). 
On voit aussi que si R varie, la parabole (6) enveloppe Tellipse 

a'x* + 6*1/* — 2^*05 4- a* = o. 
Enfin, on voit encore que la cubique (7) sera une strophotde droite, si 
Ton a 

a«4-R _ a[a« — R») 

o "" 6« ' 
c'est-à-dire lorsque le rayon du cercle S aura la valeur 



R 
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Gomme tous les ans à pareille époque, V Annuaire du Bureau des Longitudes 
vient de paraître. L^Annuaire pour 1896 renferme une foule de renseigne- 
ments pratiques réunis dans ce petit volume pour la commodité des 
travailleurs. On y trouve également des articles dus aux savants les plus 
illustres sur les Monnaies, la Statistique, la Géographie, la Minéralogie, etc., 
enfin les Notices suivantes : Les Forces à distance et les onduMions^ par 
M. A. Cornu. — Les Travaux de Fresnel en Optique, par M. A. Cobnu. — 
Sur la construction des nouvelles Cartes magnétiques du globe^ entreprises 
sous la direction du Bureau des Longitudes, par M. de Bernardibres. — 
Sur une troisième ascension à V observatoire du sommet du mont Blanc et les 
travaux exécutés pendant l*élé de 4895 dans le massif de cette montagne^ par 
M. J. Janssen. — Notice sur la vie et les travaux du contre-amiral Fleuriais^ 
par M. DE Bernardières. — Allocutions prononcées aux funérailles de 
M, É.Brunner, par MM. J. Janssen et F. Tisserand. In-18 de iv-89* pages, 
avec deux cartes magnétiques. (Paris, Gauthier- Villars et fils, Ifr. 50 c.; 
franco, 1 fr. 85 c.) 

Nous signalons à Tattention de nos lecteurs une série de manuels, édités 
à la librairie Ulrico Hœpli, à Milan; il nous ont paru viser un but très 
utile. Nous en avons lu trois et ils soat rédiges avec autant d'ordre 
que d'érudition. Ce sont VAlgèbre complémentaire, comprenant deux 
volumes : !• V Analyse algébrique, 1" la Théorie des équations. Le troisième 
volume traite des Fonctions elliptiques. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. d'Ogagne: 

... J'avais pensé que la partie de son Essai historique, rela- 
tive à la résolution graphique des équations ne s'arrêterait 
pas à la coupure de la page 248 (numéro de novembre) ; mais le 
numéro de décembre o\x reprend cet essai (p. 269) me montre 
que je m'étais trompé. 
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Dans ces conditions, je crois devoir signaler à M. Âubry une 
omission dont Timportance ne lui échappera sans doute pas. 

Par ma méthode des points isoplëthes, je ne me suis pas 
borné à donner une forme plus simple que celle à laquelle 
s'était arrêté Lalanne à Tabaque de l'équation réduite au troi- 
sième degré : 

«• -H pa; -h g = o; 

j'ai encore établi l'abaque de V équation complète 

a?' + nx^ H- jMJ -h g = o, 
donnant ainsi un premier exemple de table graphique à triple 
entrée. (Voir ma Nomographie, p. 81). 

J'ai fait voir, en outre (p. 83), que la résolution des équa- 
tions du quatrième et du cinquième degré pouvait se faire an 
moyen d'abaques, à triple entrée, analogues au précédent {*). 

ÉCOLE CENTRALE 

(1" SESSION 1895) 



Solution par M. Gh. MigheL) élève à TËcole normale supérieure. 

On donne deux axes reckmgtUaires Ox, Oy ; sur Vaoce des z, un point A 
d'abscisse x = p; sur Vaxe des y, un point B, d'ordonnée y = q. 

1« Écrire réquaiion générale des coniques passant par le point Â, tangentes 
à Vaxe des y en B et admettant, pour diamètre conjugué de Oy, une droite 
dont le coefficient angulaire est m. 

Faisant varier m, on cherchera le lieu des centres des hyperboles équilatères 
qui font partie du faisceau de coniques représentées par Véguation générale et 
le lieu du point de rencontre du diamètre conjugué de Oy dans ces hyperboles 
avec leurs tangentes en A. On distinguera sur ces deux lieux les régions qui 
répondent à des hyperboles pour lesqu^elles les points AetB sont sur une même 
branche de celles pour lesquelles ces points sont sur une des branches différentes, 

2"* Faisant encore varier m en considérant les paraboles qui font partie du 
faisceau de coniques représentées par V équation générale, on démontrera que par 
un point du plan on peut faire passer trois axes de ces paraboles. On considé- 
rera les points du plan pour lesquels un des axes est paraUèle à Oy et on cher- 

(*) L'observation qu'on vient de lire est fort juste et M. Aubry, à qui nous 
l'avons communiquée, l'approuve complètement. L'histoire des méthodes 
graphiques^ notamment celle des méthodes relatives à la résolution des 
équations, n'a pas été faite par M. Aubry aussi complètement qu'il l'eût 
désiré, pour plusieurs motifs. Tel qu'il est, l'article de M. Àubry n'en a pas 
moins, malgré quelques lacunes presque inévitables, un grand intérêt ; et 
ces lacunes mômes pourront être comblées par les justes réclamations 
qu'elles pourront soulever (comme celle qu'on vient de lire] et auxquelles, 
nous n'avons pas besoin de le dire, nous ferons toujours accueil. G. L, 
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chera le Heu des points (Tintersection des deux paraboles qui correspondent aux 
axes non parallèles à Oy. 

3* On formera Véqualion de la corde commune AG de ces deux paraboles 
et on cherchera le lieu de tintersection d'une paraUèie à cette corde menée par 
Vorigine avec les diamètres conjugués à Oy dans ces mêmes paraboles. 

Les coniques proposées étant tangentes en B à Taxe Oy, leur équa- 
tion est de la forme 

Aaî" + 2Bxy 4- 2Da; — (y — g)* = o. 
Puisqu'elles passent par le point A, on a la relation 

Ap* + 2'Dp — g* =a o. 
Le diamètre conjugué de Oy, par rapport à ces coniques, a pour 
équation 

Ba; — (y — ç) = o. 
Ainsi) B = m. 
L'équation générale de ces coniques est donc 

0^ «^ Ad' 
11), Aûj'4- 2wa5y -h ^ ^ x — (y— q)^ = 0, 

P 

En faisant dans l'équation précédente A = i , on a l'équation générale 

des hyperboles équilatères du faisceau : 

qt — p% 
x* 4- 2mxy — yî + t fL-x ■+• 2qy — g» = o. 

Les équations du centre sont 

g* — p* 

2x -4- 2my + = o, 

P 
et mx — y-\-qz=o. 

Éliminant m entre ces deux équations, on a l'équation du lieu des 
centres 

q* — p* 

a;" + y* + X'-qy = 0. 

ip 

Oq lieu est une circonférence qui passe par les points et B. Les 
hyperboles équilatères passent par un point fixe A' de l'axe des x situé 
sur la perpendiculaire en B à BA. La circonférence est le cercle des neuf 
points du triangle rectangle ABA^ Ce résultat est bien connu. 

Pour reconnaître si A et B sont sur une même branche ou sur deux 
branches difiérentes de l'une de ces hyperboles, on peut prendre le dia- 
mètre conjugué de la corde AB. Si ce diamètre rencontre l'hyperbole 
en deux points réels, les deux points A et B sont sur une mâme 
branche ; s'il la rencontre en deux points imaginaires, A et B sont sur 
deux branches différentes. 

Mais voici une méthode géométrique plus simple. Si, par exemple, A et 
B sont sur une même branche, ils sont d'un même côté par rapport à 
chacune des asymptotes. Par suite les deux asymptotes doivent rencon- 
trer la droite AB en des points a et ^ isotomiques sur AB et l'on a 
Ma > MA, M étant le milieu commun des segments AB, ap. Mais si o) 
est le centre de l'hyperbole, dans le triangle awp, Ma est égal à Ma>; 
par suite Mo» est plus grand que MA, c'est-à-dire que le centre a> est 
extérieur au cercle de centre M et de rayon MA, qui est le cercle circon- 
scrit au triangle AOB. Ge cercle rencontre le lieu de co aux points O et 
B et partage ce lieu en deux régions limitées à ces points. Pour les 
hyperboles dont les centres sont sur la région qui lui est extérieure, les 
points A et B sont sur une môme branche, et pour les hyperboles dont 
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l«t centres sont sur U région qoi loi est iniArieon, e*6st-4-diie sur U 
r^flfioin BMO, les pointa A et B sont sur deux bnnches différontee. 
L« tangente en A à Pane des h jperbolea a pour équation 

2[mp-h q)y -H — (X — p) = o. 

L*éqnation da diamètre conjugué de Oy est 

y — q=zmx. 
Le lien de Tintersection des deux droites a pour équation 

y ^ + ^^y + 2py* — (p» + 9»)« — apnr = o. 

Cest une ellipse circonscrite au triangle AOB ; elle est tangente aa 
point B i la circonférence, lieu des centres des hyperboles équilatères ; 
et sa tangente au point A est parallèle & Oy. 

Voici d'ailleurs comment se construit un point de cette ellipse. Soit une 
des bjperl>oles équilatères, dont le centre est m. Le diamètre coi^ugué 
de la corde AB est mM; il passe par le pôle I de cette corde par rap- 
port à rbyperbole, qui est d'ailleurs situé sur la tangente en B, c'est-à- 
dire sur Taxe Oy. La tangente en A est la droite lA et le point d^inter- 
section de lA et de Ba» est un point du lieu. D'après celte construction, 
on Toit que le lieu est une figure homologique du lieu des centres des 
h7perl>oles équilatères, le pôle dliomologie étant le point B et Taxe 
d'bomologie étant la droite Oy. 

L'arc OAB de Tellipse, qui correspond à Tare 0MB dn cercle, est 
Tensemble des points du lieu qui donnent les hyperboles pour lesquelles 
les points A et B appartiennent à deux branches dififérentes; le reste de 
Tellipse est Tensemble des points qui correspondent aax hyperboles pour 
lesquelles A et B sont sur une même branche. 

2* En faisant, dans Téquation générale (1), A = — m', on a Téquation 
générale des paraboles du faisceau 

(y — mx)* — ^ X — 2qy + g* = o. 

L'axe d'une des paraboles qui est le diamètre conjugué des cordes per- 
pendiculaires à la direction commune des diamètres a pour équation 

m*(ix — p) — 2m*y -\-ml2x — - J — 2 (y — ç) = o. 

Si, dans cette équation, x et y sont donnés, on a une équation du troi- 
sième degré en m, ce qui montre que par un point du plan passent 
trois axes des paraboles du faisceau. Si Ton des axes est parallèle à OX, 
son coefficient angulaire est infini et l'équation du troisième degré eu 
m doit s'abaisser an second. Le point de rencontre des trois axes doit 
donc se trouver sur la droite dont l'équation est 

2X — p = o. 

L'équation qui donne les coefficients angulaires des deux autres axes 

est alors 

P* — 9* 
2m«y, — m — -^ + 2(y, — ç) = o, 

y« représentant l'ordonnée de leur point de rencontre. 

Soient mj et m, les racines de cette équation. Les pcraboles qm 
admettent ces deux droites pour axes ont pour équations 

9* 
m\B{x — p> — 2m,xy » + (y — 9)» = o 
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et in^(x — p) — 2m^xy — - a: + (y — ç)* = o. 

P 
Ces deux paraboles sont tangentes en 6, passent par le point A et se 
coupent en un quatrième point G dont les coordonnées xeiy satisfont 
à la fois aux deux équations. 

Retranchons ces deux équations membre à membre; il vient 

2y p« — ç* 

x—p 2py, 

d'où (p«-g»)(x-p) ^ 

4P2/ 

Par suite m^m^ = ^^-^^ = i ^ — 1?^( . 

1/. (P* - î') (a? - P) 

et 

(mf + m|) = (m, + w,)»- 2m»w, =,— *^ + ,-; — ^ • — 2. 

* ^ (aï — Pi» (P*— î*)la5 — jp) 

Ajoutons membre à membre les deux mômes relations ; nous avons 
(mf -f- m|) a;(a; -- p) — 2 (mima) xy — 2— ^x -h 2 (1/ — ç) = o, 

X— p p*— ^ œ— p 5 \jf ï; ) 

P9 P* — 9* 

OU a;* — 4-7^- — ^ — X (y — gr)« = o. 

Le lieu du quatrième point d'intersection est une des hyperboles équi- 
latères du faisceau des coniques proposées. 

4" En retranchant membre à membre les équations des deux paraboles, 
on obtient l'équation d'une conique passant par les points communs aux 
deux coniques. Cette conique se réduit à la tangente au point B et à 
la corde commune AC dont Téquation est 

2y = (m, + m,) (x — p). 

La parallèle à cette corde menée par rorigine a pour équation 

2y = (m^ + m,) x. 

Les diamètres conjugués de Oy dans les deux paraboles ont pour 
équations !/ — 5 = ^i^ et y — g = m^. 

Si x et y sont les coordonnées du point d'intersection d'un de ces 
diamètreSi le premier par exemple, avec la précédente, on a 

__y^2i et m, ==^-i-?. 
'a; ^ X 

Donc mifWj = ;; — = . 

aï* yo 

D'autre part Wj + w, = — := ^ . 

X 2py^ 

Eliminant y^ entre ces deux relations, nous avons l'équation du lieu 
du point d'intersection 

(p* — 9*) («* — y" + «*) — 4PQ^y = o. 
Ce lieu est une hyperbole équilatère dont le centre est à Torigine et 
qui passe par le point B. Les coefficients angulaires des asymptotes sont 

P — ? ^^ _ ?J±S. 
p-f-ç P — 9* 
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QUESTION 152 

SioliaUon par M. J. Balitrand. 



Si d*un point P on mène des tangentes à des cercles ayant même 
axe radical, on sait que le lieu des points de contact est une cubique 
circulaire. Faire voir que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une cubique circulaire puisse être ainsi engendrée est que 
les asymptotes imaginaires se rencontrent sur la courbe. 

(E. Cr.) 

Si Ton prend pour axe des y Taxe radical commun, pour 
axe des x la ligne des centres, et si l'on désigne par ± R les 
ordonnées des points fixes A etB; l'équation générale des 
cercles répondant à la question est 

(1) oî» 4- t/* - 2Xa; - R« = o. 

La podaire du point P {x^, ^|) est représentée par : 

(2) x{x, - X) -H yy^ - R« = o. 

On aura le lieu des points de contact des tangentes issues 
de P aux cercles du faisceau en éliminant le paramètre X 
entre les équations (1) et (2). On trouve facilement 

x{x'^ + y^) — XfX* -t- x{y* — 2y^xy -+- R\x — x^) = o. 

Le lieu est une cubique circulaire qui passe au point P, 
aux points A et B, et aux points cycliques. P est le tangen- 
tiel des points A et B et des points cycliques, et par suite un 
foyer singulier de la courbe. Ces résultats bien connus ont 
été rappelés par M. Kœhler, dans son étude sur une cubique 
remarquable du plan d'un triangle (/. S., 1886, p. 169). 

Gela posé, supposons que, dans une cubique circulaire, les 
tangentes aux points cycliques, c'est-à-dire les asymptotes 
imaginaires se coupent en P sur la courbe. Du point P, 
menons les deux autres tangentes PA, PB à la courbe; et 
considérons le faisceau de cercles qui passent en A et B. Si 
de P nous menons des tangentes à ces cercles, le lieu des 
points de contact est une cubique qui passe en P, en A etB, 
et admet comme tangentes, en ces points, les droites PA, PB, 
qui enfin passe aux points cycliques I et J et admet comme 
tangentes, en ces points, les droites PI, PJ ; qui, par suite, a 
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neuf points communs avec la cubique proposée. Pour démon- 
trer que les deux cubiques sont confondues, il suffit de rap- 
peler que neuf points déterminent une cubique et une seule, 
à moins qu'ils ne soient les points d'intersection de deux 
cubiques; auquel cas ils servent de base à un faisceau de 
cubiques et Tun d'eux résulte des huit autres. 

Mais s'il en était ainsi, on pourrait, pour achever de déter- 
miner la cubique, l'assujettira passer par un point arbitraire- 
ment choisi; par exemple, par un point situé sur la droite PA, 
qui dès lors contiendrait quatre points de la cubique et en 
ferait partie. Les six autres points, savoir : deux points 
confondus en B, et deux points confondus à chaque point 
cyclique seraient sur une conique. Du point P, on pourrait donc 
mener trois tangentes à cette conique, ce qui est impossible. 
Les deux courbes sont donc confondues, et toute cubique cir- 
culaire est susceptible de ce mode de génération, pourvu 
qu'elle satisfasse à la condition de l'énoncé. 

QUESTION 234. 

Stolution par M. L. Rezbau, conducteur des Ponts et Chaussées. 



Lieu des centres des coniques circonscrites à un triangle et dans 
lesquelles le diamètre parallèle à Vun des côtés du triangle conserve 
une longueur constante. 

(Question posée aux examens oraux d'admission à l'école 
Polytechnique en 1887.) 

Soit OAB le triangle donné. Prenons OA et OB pour 
axes; soient (a, o); (o, b) les coordonnées des points A, B. 
Le diamètre constant sera, par exemple, parallèle à oy. 
L'équation des coniques circonscrites au triangle OAB 
peut s'écrire : 

x{bx + ay — ab) + 'ky(bx -h ay — ab) 4- l'xy = o, 
ou 

(1) bx'^ -H (a + 6X H- X)xy + aXj/* — abx — ably = o. 
Les coordonnées (aÎQ, y^ du centre vérifient les conditions : 

(2) 26a?o + (a -h 6X -h V)y^ — aô = o. 

(3) (a + X6 4- V)X(i H- 2aXyo — abl = o. 
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L'équation du diamètre parallèle a oy est x — x^ = o. Et 
réquation aux ordonnées des points d'iolersection de ce dia- 
mètre et de la conique est : 

aXy* + [(a + 6X -h y)x^ — abA]y ■+- bxjxç^ — a) = o. 
La différence des racines de cette équation représente la 
longueur 2E du diamètre constant, on a donc : 

[(g -f- X6 4- \')x^ - gfeÀj» __ bx^ (X - a^) ^ 
^ ^ a«X* "^ aX *^ • 

Les équations (:2) et (3) donnent immédiatement : 

(rt ■+- 6X -4- X')j:o — ab\ 



A = 



ak 

bxja — 2Xf^) 



b - 2^0 

L'équation (4) devient alors, après simplifications, 

ay^ -h bxy — 2K*x — aby -h aK* = o. 
Le lieu des points considérés est donc une hyperbole, 

passant par le point (-9 0] • On déterminera facilement le 

centre et les asymptotes de cette courbe. 



QUESTION 268 

Solution par M. H. Brocard. 



On donne dans un plan une circofiférence G, une droite D et 
une direction A. On prend sur la circonférence G un point 
variable M; on mène la normale, en ce point, à la circonférence G; 
cette normale rencontre D en un point B. Par le point B on mène 
une parallèle à ^, On demande le lieu du point de rencontre de 
cette parallèle et de la perpendiculaire abaissée, du point M, sur 
la droite D, 

Nota. — Même problème, en remplaçant la circonférence G 

par une conique quelconque, par une courbe du troisième ordre; et, 

plus généralement, par une courbe d* oindre n. 

(R. Malloizel). 

Prenons, pour plus de généralité, une courbe quelconque (G) 
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rapportée à des axes rectangulaires, dont Tua, OX, est la 
droite D. La courbe (G) ayant pour équation 

y = ?(aj), 
la normale en M(aj, y) a pour équation 

(iy 

Elle rencontre OX au point B(Y = o, X = a;-4-y -t^ j • 

Soit — — le coefficient d'inclinaison de la direction A, 
m 

La parallèle BN à A a pour équation 

m\ ^ dxl 

Elle rencontre l'ordonnée de M au point N. Par consé- 
quent, N a pour coordonnées 

' 7)1 ^ dx 

On en conclut, pour Téquation du lieu (N) ; 

autrement dit, l'ordonnée de la courbe (N) a pour expression 

y = ±. s/zmy J i^{x]dx -+- A. 
A désignant une constante arbitraire. 
Il resterait à faire l'application de cette formule aux divers 
cas particuliers proposés. 



QUESTION 286 

SUilution par M. E. Baudran, 

Vé(iualicn 

_ , m(m-i), _ m(m— i)(m— 2) ^ ^ .. 

1.2 1.2.3 

+ f„,_4 (X) = 0. 

dam laquelle fm-i (x) désigne wie fonclion entière, quelconque, 
du degré m — 4, a, au moinSy deux racines imaginaires. 

(G. L.) 

Si l'on applique à cette équation la règle do Newton, les 
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deux binômes correspondant au second et au troisième 

terme sont 

B« - A* A« - B«. 

Ils sont de signes contraires, la suite de ces fonctions pré- 
sente donc une variation, Téquation a au moins deux racines 
imaginaires. 

Nota. — Cette solution nous a été envoyée, il y a bien long- 
temps. Elle est très simple, mais elle n'est pas directe. La 
propriété sur laquelle repose celte démonstration, et que Fau- 
teur attribue à Newton, est la suivante : 

Lorsqu'une équation a toutes ses racines réelles^ si Von considère 
trois coefficients consécutifs quelconques An-i, An, An+i, on a^ 
c&nstammenty 

n(m — n)AJ — (n -h i)(m — n -f- i)An_i An_i > o. 

C'est une généralisation du théorème de de Gua. 

Nous avons rencontré cette remarque dans une brochure de 
M. Athanase Dupré (*) ; elle y est donnée comme nouvelle. 
Mais elle est peut-être due à Newton, comme Taffirme M.Bau- 
dran. G. L. 



QUESTION 404 

Solution par M. Joseph Gillet, professeur à Maredsous. 



On donne quatre droites représentées par les équatims 

(1) Ax« 4- 2Bxy -h Gy« = o, 

(-2) A'x« -h 2B'xy -h C'y» = o ; 

trouver^ en fonction des coefficients, l'expression du rapport anhav- 
monique du faisceau qu'elles forment. En déduire les conditions : 
4^ pour que deux rayons coïncident ; 2** pour que le faisceau soit 
harmonique; les rayons i, 2 puis les rayons i , 3 étant conjugués. 

(Delens.) 

Désignons par i, 2 les rayons représentés par l'équation (1) 
et par 3, 4 ceux qui répondent à l'équation (2) ; soient m^, m,, 

(*) Examen d'une proposition de Legendre, etc. (MaUet'Bacbelier),1855. 
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tn^ y M^ leurs coefficients angulaires respectifs. Enfin, posons 

(1234) = X 

(3) { (^^42) = 1^=;^, ^ 

(1423) = V = ^ 

Nous aurons 

_ m^ — m^ nii — nti __ (m^ — m^){m^ — m,) 

tWj — m, W4 — Wg (wij — wi,)(m4 — fWj) 

OU A = • 

a- Y 
Les relations (3) donnent ensuite 

a — Y p — a 

p. = 9 V = 



p-Y P-Y 

Or, 8 et 8' désignant les discriminants B« - ÀG, B'* - l'C 

des équations (i et (^), on a immédiatement 

A A' 
a = wijWj 4- mjm^ = — + — , 

S -h Y = (m^ma -h wiim*) 4- {m^m^ 4- m,m4) 

N/ X 4BB' 

= (wii 4- nij)(m8 4- W4) = 

p - Y = K - %)K - Wî^) = ± -^^, 

AC 4- GA' 
et par conséquent a = -— ; > 

2BB' ± 2V/W' 
P = 



"«/ V 



GG 



Y = 



GG' __ 
2BB' H= 2\/88' 



GG' 

Les valeurs de X, fA, v sont donc données_par les formules 

AG' 4- GA' - 2BB' zf 2v/85' 

" AG' 4- GA' - 2BB' ± 2/8?' 
AG' 4- GA' - 2BB' ± 21/88 

[A = ;= , 

± 4/88^ 

^ 4^58' 



V = 



AC + CA' - 2BB' zç 2\/88' 
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Cas particuliers. — 1® Si denx des droites 1.2.3.4 coïncident, 
TuQ des rapports X, {a, v est égal à l'unité. Si les droites coïn- 
cidentes sont 1.2 on 3.4, on anra X = i d'où S = o ou 
B' = 0. 

Si les droites i.3 ou 2.4 coïncident, l'un ou l'autre des 
rapports u ou v est égal à l'unité, ce qui entraîne la condi- 
tion 

AC -h CA' - 2BB' = 2\/a5', 
ou (AC + GA' - 2BB')« = 453'. 

2^ Lorsque les droites 1.2.3.4 forment un faisceau harmo- 
nique, on aura X = — i , et par suite 

AC -h CA' - 2BB' = o, 
81 1.2 sont conjugués. Mais si les rayons i.3 ou 1.4 sont 
conjugués, on aura a - i ou v = i , ce qui exige que l'on 

ait 

AC 4- CA' - 2BB' = ± 6^/5o', 
ou (AC -h CA' - 2BB';« = 3 600'. 

Nota. — Solution analogue par M-* V* F. Prime. 

QUESTION 411 

(lk>1ation par M»* V» F. Prime. 



On sait que la podaire d'une parabole relative à un point P de 
Vaxe est une cubique circulaire unicursale à axe de symétrie. Cette 
cubique est caractérisée par V angle des tangentes au point double. 
En appelant a le demi-angle des tangentes au point double^ d la 

distance du point P au sommet 
de la parabole, et p le demi- 
paramètre de cette demièrCy démon - 

trer la formule cotg* a = -^ • 

(Gazamiaiî.) 

Supposons P en dehors de la 
parabole; c'est le seul cas ou 
le point double de la cubique 
soit réel. Menons la tangente PA 
à la parabole et PC perpendiculaire sur PA. Si S est le 
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sommet de la parabole et B la projection de A sur PL, on a 

ÂB^ 20. SB V 
cotg» a = cotg« BPG = tg« SPA = =— = -^z— = -S 

"^ PB' 4.PS^ 2rf 

car SB = PS = d. 

Autrement (*) l'équation de la tangente au point (— »y') 

à la parabole y' = 2jox, est 

(I) 2px - 2y'y -+- 2/'" = o; 

celle de la perpendiculaire à cette droite, menée de P, est 

p -2/' 

^ d - no 
Portant celte valeur dans (1), on a Téquation du lieu 
2x{d — xY — 2y\d — ic) -h py* = o 
qui devient, en transportant Torigine au point P, 

2x'^{d — x) — 2xy^ -h py^ = o, 
les tangentes au point double ayant pour équation 

2dx^ -h py^ = o. 
Si donc a est le demi-angle des tangentes, on a 

P 

COtii* a = — ^' 

2a 

La valeur de a est réelle, quand d est négatif. 

Nota. — M. Droz-Farny nous a adressé une solution géométrique ana- 
logue à celle que nous publions, et M. G. Tzitzéica une autre solution 
analytique. 



QUESTIONS PROPOSEES 



470. — Trouver le point A d'une hypeubole, oa d'une 
PARABOLE pour lequel la normale détache de la courbe un seg- 
ment d'aire minima (**). (E. Lemoine.) 

■ ■ ■ I . ■! ^■■._LJ 

(*) Cette solution analytique est de M. Foucart. 

(**) Gomme l'observe M. Lemoine dans la lettre dans laquelle il nous 
communique cette question, ceUe-ci, dans le cas de Tellipse, a déjà été exa- 
minée par 0. Bonnet (N. A.^ 1844. p. 464) et par lui-même (iV. C. Af.,t. VI). 
Mais il y intôrôt à chercher la solution pour Thyperboie et pour la para- 
bole. 
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471. — On donne deux ellipses E et £', concentriques et 
do même direction d'axes. Montrer qu'il existe deux ellipses 
E" et E'", telles que pour E", par exemple, il y ait une infinité 
de triangles inscrits dans E' et circonscrits à E', et il y ait 
aussi une infinité de triangles inscrits dans E' et circon- 
scrits à E. (E.-N. Barisien,) 

472. — Soient E et E' deux ellipses dont les équations sont 
respectivement 

(E) ^ + TÏ=i- 

Montrer qu'il existe une infinité de triangles qui sont à la 

fois inscrits dans E et circonscrits à E'. 

(E,'N. Barisien.) 

473. — D'un point pris arbitrairement sur une hyperbole 
équilatère on mène des parallèles aux asymptotes de cette 
courbe; démontrer que ces droites sont partagées en segments 
proportionnels par les côtés d'un triangle quelconque inscrit 
dans l'hyperbole. (Mannheim.) 

474. — Trouver le maximum par rapport à m de la fonction 

3 — ma / 

- \/a*m* + ()« — (p — moiy^ 



(E.-N. Barisien.) 

475. — Il existe une simple infinité de coniques par rapport 
auxquelles une cubique à point de rebroussement se trans- 
forme en elle-même par polaires réciproques. 

Ces coniques ont un même triangle conjugué. Chacune d'elles 
est tangente en deux points à la cubique et la corde de contact 
passe par le point d'inflexion. (Charles Michel.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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t 

SUR DEUX PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE 

QUE l'on peut avoir A RESOUDRE DANS UN LEVE 

HYDROGRAPHIQUE 
Par M. €}. Ijelnekagel. 



I. — On sait que pour déterminer sa position en mer lors- 
qu'on est en vue des côtes, on peut se servir d'un instrument 
appelé cercle hydrographique, qui permet d'obtenir l'angle 
formé par les droites qui joignent la position de l'observateur 
à deux points de la côte, déterminés au préalable parla trian- 
gulation. En général, on prendra quatre points, qui, pris deux à 
deux, donnent trois angles et graphiquement trois arcs de cercle 
qui doivent se couper au point cherché; évidemment l'un 
d'eux sert de vérification aux deux autres. On suppose tou- 
jours que l'instrument dont on se sert est réglé et l'erreur 
instrumentale connue. 

On peut se demander si Ton peut déterminer exactement sa 
position par une station oh l'on aurait commis une erreur 
constante dans la lecture des angles ou bien dans le cas oh 
l'on serait dans l'ignorance complète de l'erreur instrumentale. 
On a, en réalité, a résoudre le problème suivant : On se donne 
trois points A, B, G; d'un point M, on détermine les angles AMB, 
BMC, erronés tous deux d'une même quantité inconnue, sur 
quel lieu géométrique se trouvera le point M ? 

On voit, de suite, que si l'on peut construire un point du 
lieu et sa tangente, il suffira de répéter la même construction 
en groupant le quatrième point D, pris dans les mômes con- 
ditions, avec l'un des deux autres points A, B, pour que 
l'intersection des deux lieux géométriques donne la position 
de l'observateur. Il est évident, a priori, qu'il n'est pas utile 
de tracer ces lieux géométriques, il suffit de prendre l'inter- 
section des tangentes aux courbes dans le voisinage oh elles 
se coupent. 

Étant donnés les trois points A, B, G et la différence des 
angles SMCetAMB, soit £; nous allons déterminer un point 
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du lien, sa tangente en ce point et Tordre de ce lieu. Menons 
la bissectrice PP' de Tangle ABC, les perpendiculaires OM, 

OL aux millieux des 
^^ segments, ÂB, BG; 

la droite TF passant 
par B et faisant avec 
PF l'angle E, et les 
droites Bt, Bm fai- 
sant avec OL, OM 
des angles a -t- E 
et a; le symétrique 
M de B par rapport 
à Im est un point 
du lieu. Ce lieu sera 
donc la courbe ho- 
mothétique à la 
podaire du point B par rapport à l'enveloppe de /m, le 
centre d'homothétie étant B, le rapport égal à 2. 

Montrons que l'enveloppe de la droite Im est une conique 
inscrite dans le quadrilatère O/'Bm' formé par les quatre droites 
OL, OM, TT' et SS' perpendiculaire^n B Ji^T', On voit sur 
la figure ci-jointe que les angles TBl et TBm sont égaux, par 
suite la droite Im est divisée par les droites OL, OM, TT' et 
SS' en quatre points formant une division harmonique D'après 
un théorème connu de Ghasles, l'enveloppe de cette droite qui 
dans le cas général de deux coniques est la conique des huit tan- 
gentes est ici inscrite dans le quadrilatère O/'Bm'. Il résulte de 
là que le lieu de M est une quartique qui présente en B un 
nœud droit où les tangentes sont TT, SS'. 

Montrons comment on détermine la normale en M. Nous 
avons démontré (J. de sept. 1894) la propriété suivante : 

Une droite rencontre quatre courbes (a), (6), (c), ((2), en 
quatre points a, b, c, d, formant une division harmonique; 
le point e oli cette droite touche son enveloppe est le point de 
contact avec cette droite de la conique inscrite dans le quadri- 
latère formé par les quatre tangentes en a, b, c, d, aux 
courbes (a), (6), (c) et (d). 
Dans le cas actuel, il suffît de joindre les droites fm, m'I et 
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la droite Bo^ qui joint le point B au point de rencontre des 

droites précédentes, elle coupe Im au point e; la droite Me 

est la normale en M à cette quartique. 

Cas particulier où K = 0. — Au point de vue géométrique, 

on voit que la droite Im enveloppe une parabole. •— 3i l'on 

considère trois droites Im^l^m^, l^m^y les triangles semblables 

, . wiwii IL 
donnent : = r-r 

les droites, telles que Im partagent donc les droites OL, OM 
dans un rapport constant, leur enveloppe est la parabole ins- 
crite dans le quadrilatère formé par les quatre droites OL, OM, 
la bissectrice PP' et la perpendiculaire élevée en B. Dans ce 
cas, le point B étant sur la directrice de la parabole, sa 
podaire et par suite le lieu de M est la strophoïde oblique à 
nœud droit en B, les tangentes doubles étant les bissectrices 
de ABC. 

II. — Un autre problème également simple ayant trait 
plutôt à la triangulation est le suivant : On veut déterminer 
la position de deux points M, M' et les relier à une triangu- 
lation dont on voit uniquement deux points A» B connus et 
inaccessibles. 

On a mesuré des points M, M' respectivement les angles 
AMB, ÂMiî' et BM'A, BM'M, on veut en déduire les positions 
des points M, M'. Graphiquement, la 
détermination est très simple. Il suffît 
de considérer les segments A, A' décrits 
sur AB et capables des angles donnés 
AMB, AM'B, et de déterminer les points 
fjL, ja' sur A, A', tels que 

{xAB = ÂMM' - AMB 
;7BA = BM'M - AMB "^ 

La droite {xfji' rencontre A, A' aux points M, M' cherchés. 

Si Ton se donne les coordonnées de points A, B, on peut, 
en suivant la marche indiquée par cette construction gra- 
phique, trouver les coordonnées des points M, M' en fonction 
des quatre angles donnés et des coordonnées des points A, B. 
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DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA. DÉFINITION 
ET LA. TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M« Anbry* 

{SuUe, voir t. IV, 1895, page 265.) 



16. .. On sait que la projection géographique dite de 
Flamsteed (*) consiste à relever en vraie grandeur les méri- 
diens sur la surface latérale du cylindre circonscrit et prendre 
à partir du méridien principal figuré par une droite verticale, 
les latitudes sur des parallèles équidistants et en vraie gran- 
deur. La projection du point de la surface sphérique sur le 
plan de Féquateur étant p, o), la projection de Flamsteed de 
ce même point sera (fig» 44} 

j/j = arc AM = arc ces p, x^ = arc QR = pa>. 

La courbe x^ , y^ peut être appelée ro7*thoflamsteedienne de 
la courbe p, co. 

Ainsi, soit o) ^ const., on trouve rci = co cos^i, donc 
dans la projection de Flamsteed^ les méridiens se représentent par 
des sinusoïdes, propriété connue et due à Sanson. 

On verra aisément que la droite x^= i se transforme en la 
spirale hyperbolique pw = i , dans le système orthoflam- 
steedien. 

On passe de ce système au système orthoarchimédien au 
moyen des relations 

X, 

= sm yi , X : 



cos y 

Ces relations donnent immédiatement 

xdy = x^dyi . 
Les surfaces correspondantes sont donc égales, et par suite les 
surfaces sphériques se reproduisent dans la projection de Flamsteed 
avec des surfaces égales. Il suit de là que la courbe sphérique 

(*) En réalitéi elle est due au géographe français Sanson, qui Ta imaginée 
vers 1650. 
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qui a pour projection orthogonale une spirale hyperbolique 
résout le problème de Yiviani. 

17. — Parmi les autres projections géographiques qui 
conservent les aires ('*'), une des plus simples est celle pro- 
posée par Lambert en 1772 et qui consiste à rabattre dans le 
plan du méridien la corde ÂM (fig. 42) du point M sur le 
plan tangent au pôle en Âm. On a 

Am*. do) = AM*. do) = AA'. AO . dw = AA', OQdo); 
Taire de la projection de] Lambert se ramène donc à celle 
d'Archimède et conserve par suite l'équi- 
valence des aires (**). 

Appelons Vortholambertierme du point 
M (fig>43) la projection de Lambert M,, 
du point P, dont M est la projection 
orthogonale : on aura la relation 

pi = 2(1 - v/ï "• P*)> 



d'où, pour p = 



v/- 



COS 2(0 



on a 



sm' (0 




p, sin (i> = v/2 ; donc Vortholamber tienne 

d'un huit est une droite. De même celle 

de la rosace p = sin 2k(D est la roscu^e 

p = 2 COS ko); et celle de la spirale tractrice p = Sho) 

spirale de Poinsot pGhcD = i . 



Fig, 43, 



la 



18. Transformation orthostéréographique, — Une courbe M 
(fig. 44) étant tracée sur le plan d'un grand cercle 0, on prend 
la stéréographique M^ de Tanti-projection P de ce point M 



(*) La projection de Mollumcte^ ou homalographique, et celle de Foucaut 
où sténotère sont dans ce cas, mais donnent des transformations compli- 
quées. On pourra d'ailleurs aisément en découvrir d'autres plus ou moins 
simples conseryant les aires. 

S ol eut o) et 6 la longitude et la latitude d*un point M : les coor- 
données de sa projection archimédienne seront 

x = (ûf y = sin 0, 
de sorte que toute transformée de la courbe F (co, 0) a o sera isomère 
(conservera les aires) si elle donne la relation 

dX.dY = dx,dy =3 cos8 (iOdo). 
Lambert et Ossian Bonnet ont traité cette question. 



30 
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sur la sphère 




la courbe plane M^ est la transformée que 
nous avions en vue. Entre les deux rayons 
vecteurs OM = p et OM^ = pi» on a la 
relation suivante (voir /. S.. 1885, p. 86) 

P 



Pi = 



ou 



P i 

i + pî 



I + /i — p* 
Soit p = sin 2k<ji> on aura p^ = tg A<i> : 
ainsi les nceuds sont des sléréographiques des 
délies; pdr exemple la rosace à quatre branches 
pour orthostéréographiqœ un cappa, et la cir- 
conférence, une strophoîdCy qui est ainsi la sté- 
Fig, Ai, réographique de la vivianienne. 

La spirale de Poinsot pGA<o = i, ou p(e«« -f- e— ««*) = 2, 
se transforme en la spirale logarithmique pe^ = i. Les angles 
de la sphère se reproduisant en vraie grandeur dans leur 
projection stéréographique , et les tangentes à la spirale 
logarithmique faisant des angles constants avec les rayons 
vecteurs, il s'ensuit que la courbe sphérique que nous venons 
de définir coupe les méridiens sous un angle constant : c'est 
donc une loxodromie. Ces deux définitions de la loxodromie 
— par sa projection orthogonale et par sa projection stéréo- 
graphique — sont d*ailleurs très connues. 



Le huit p = 



V/ — COS 20) 

sin*ct) 



devient p^ = v/ — cos 2<o, ou, 



en posant w = 6 — 45®, pj = sin 20) : donc Porthostéréogra-- 
phique d'un huit est une lemniscate. 

19. — Le point p, o> du plan de Téquateur est projeté 
perpendiculairement sur la surface de la sphère; la projection 
est ensuite projetée elle-même sur le plan vertical passant 
par Taxe polaire (fig. 44); les deux points, et par suite deux 
courbes dont tous les points correspondent ainsi, sont soumis 
aux relations suivantes : 

y* = I — p*, a? = p cos («)• 

Ainsi la droite ftp cos w = i devient rellipse k*y* 4- x» = i 
comme on devait s'y attendre ; la circonférence p = cos o 
donne la parabole y* + x = i ; la drcanférence p = sin co 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 31 

donne le huit x* = y" ( i — y»), Ainsi la vivianienne ou cyclo- 
cylindrique se projette sur les trois plans principaux suivant 
une circonférence, une parabole et un huit, ce qu'on savait 
déjà. 

Cette transformation pourrait s'appeler âmble projection 
sphérique. On peut, au lieu de la sphère, prendre le tore pro- 
duit par la révolution d'un cercle autour de sa tangente. Les 
formules de transformation sont alors (fig. 45) : 

X = psin<D, y* = p(i — p). 

Ainsi la transformée de la courbe p sin* od = i est un huit. 

20. — Le point P de la surface d'une sphère étant projeté 
stéréographiquement sur le plan de l'équateur, on appellera 
p, (0 les coordonnées de cette projection M^ et on prendra la 
transformée M^ de ce point M| déterminée par les relations 

Vb = log P» aï, = 0) 

qui donnent 

dy^= "^y dx^=: d(ù d'où -^ = --i-. 

p dx^ pao) 

Donc la tangente à la première courbe fait avec le rayon 
vecteur un angle égal à celui de la tangente de la seconde 
avec Taxe des x^. Comme d'ailleurs les angles se reproduisent 
également en vraie grandeur dans la projection stéréogra- 
phique, on peut dire que, dans cette nouvelle projection, 
appelée j^royec^ion de Mercator, les figures sphériques se repro- 
duisent avec leurs angles. 
Soit p = e-*«, il vient 

On en conclut que la projection de Mercator de la loxodromie est 
une droite; ce mode de projection a été imaginé pour déter- 
miner rapidement le rumb de vent sous lequel il fallait diriger 
constamment le vaisseau entre deux points donnés. Aujour* 
d'hui, avec la navigation à vapeur, la loxodromie est rem- 
placée par l'arc de grand cercle, ou plutôt par la courbe géo- 
désique reliant les deux points de départ et d'arrivée. 

La courbe M, peut être appelée la stéréomercatorienne de la 
courbe M. On peut donc dire que la spirale logarithmique a 
pour stéréomercatorienne une droite; la spirale f^tù = i , to loga^ 
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rithmique x g = e"H%; la circanférence p = cosco, la chatneUe 
(Fégale résistance e-Vi = logcoso;,, caractérisée par la relation 



I 



On peut appeler stérédambertienne du point M^ (fig. 44) la 
projection M, obtenue comme l'indique la figure. Les deux 
courbes ont entre elles la relation 



2 



V/ I -H pî 

de sorte que la stéréolambertiennt du noBud p^ = ighûestla 
rosace pa = 2 cos k(ùy etc. 

Enfin nous indiquerons encore comme ayant certains rap- 
ports avec la stéréographique, la projection horoscopique ou 
gnomonique, qui consiste à représenter le point M (fig. 42) par 
la trace du rayon OM sur le plan tangent au pôle A. Ainsi 
le nœud p = 2 tg fcoD a pour orthognomonique la rosace 
p = sin Au). (A suivre.) 

SUR LA COURBE DE ROLLE 

SA CONSTRUCTION PAR POINTS ET PAR TANGENTES 

Par M. Elsé. 



On appelle courbe de Rolle celle qui correspond à l'équation 

(1) xy* = a(y 4- œy. 

On peut généraliser cette équation en considérant la cubique 

(2) xy* = a{y ^ mx)*. 

Cette cubique est caractérisée par les propriétés suivantes : 

i^ Elle admet un point de rebroussement ; 

2® Elle est tangente à la droite de Vinfini. 

Démontrons d'abord que toute cubique U remplissant ces 
deux conditions peut être représentée par l'équation (2). 

Prenons pour origine le point double donné ; pour axe 
des rc, la droite qui va, de 0, au point de contact delà courbe 
avec la droite de l'infini; enfin, pour axe des y^ une droite 
passant par et par le troisième point d'intersection de U 
avec la droite de l'infini. 
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Dans ce système, Téquation de U ne comporte que des 
termes du second degré et des termes du troisième. 

Les termes du second degré forment d'ailleurs un carré 
parfait puisque l'origine est un 
point de rebroussement;les termes 
du troisième degré doivent donner 
les directions asymptotiques; 0}^ est 
une direction simple, Ox une direc- 
tion double. Concluons donc que les 
termes du troisième degré doivent 
se réduire à xy*^ et que, par con- 
séquent, l'équation (2) représente 
toutes les cubiques de BoUe. 

Nous nous proposons de montrer 
qne ces courbes peuvent se cons- 
truire par points et par tangentes, à la manière des 
œnchoïdales (*). 

Prenons une parabole P rapportée à un diamètre et à la 
tangente à l'extrémité; par un point A, pris sur P, menons 
une transversale qui rencontre : P, en B ; Oy, en G. Soit G' 
l'isotomique de G sur AB, le lieu de G' est une courbe de 
RoUe. 

Démontrons d'abord cette propriété. 

Soient xf^y' les coordonnées de A; la transversale consi- 
dérée coupe P en un point B, dont les coordonnées sont : 

p - iy'x 




X 



B 



2/' + -f 



2p 

T 



Les coordonnées a;'', y'* du point G' sont 



a? = 3a? + 2 



G' 



t' 



y' =- 2y' ^ tx^-h^ 



Dans le système adopté, ces formules représentent, sous la 
forme unicursale, l'équation du lieu décrit par le point G'. 



(*) Voyez Nouvelle Correspondance^ 1879, p. 145. 

JOURNAL Dl MATH. SPiC. ^ 1996. 
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Il est naturel de transporter les axes au point G' qui, a 
priori^ représente un point de rebroussement dans le lieu 
cherché. On a, dans ce nouveau système, 

2L = X -h 2 — 9 

Y= - 3y' -h to' -h-^- 

Pour avoir Téquation du lieu, il faut éliminer t entre ces 
deux équations. On a d'abord 

Y = tx 
par une combinaison fort simple et qui conduit à un résultat 
connu d'avance; on a, ainsi, une vérification des calculs qui 
ont conduit aux formules précédentes. 

Finalement, on a 

XY« = aj'Y» 4- 2pX« - 2.v'XY. 

D'ailleurs t/'" = 2px\ 

et le résultat obtenu prend la forme 

XY« = oî' (Y - ^ X)», 

X 

équation que l'on peut identifier avec l'équation (2) en posant 

v' 

a?' = a, ^ = wi. Ainsi, toute courbe de RoUe peut être 

X 

engendrée point par point, comme nous venons de l'indiquer, 
à la façon des conchoïdales. 

Pour la construction de la courbe, tangente par tangente, 
il suffit d'appliquer le principe des transversales réciproques ^ 
comme l'indique la figure, dans laquelle, pour obtenir la tan- 
gente CD', on a pris sur la tangente en B, le point D' 
symétrique de D. 

EXERCICES 

Par M* Barisien. 

{Suite, voir page 8.) 



4. — Étant donnée une ellipse^ par un des sommets Â du grand 
axe on mène un rayon vecteur quelconque AM. On considère le 
cejxle déctnt sur AM comme diamètre^ et le cercle principal de 
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l'ellipse. Le lieu des centres de similitude de ces deux cercles est 
une cubique. 

Soient A' le second sommet du grand axe, G et G' les milieux de AM 
et A' M, S le centre de similitude externe (le seul réel) des cercles de 
diamètres AA' et AM. 

Les coordonnées polaires de Si sont, en prenant pour pôle le centre 
de l'ellipse, et pour axe polaire le grand axe 

OS = r, S'Ok = 

Soit ainsi G'OA = 6'. Gomme OG et OG' sont deux directions de 
diamètres conjugués, on a 

(1) tg.etg.e'=-^,. 

Mais, puisque le point S est le centre de similitude externe doB 
cercles MA et AA^ on a la proportion 

0S_ OG 

a ~~ a — GA 
ou 

o.OG 

D*autre part, on a dans le triangle GOA 
(3) 0^ ^^ 



sin 6' sine 8in(6' — 6) 
De là, on tire OG et GA en fonction de et 0^ ces valeurs étant por- 
tées dans (2), il vient 

Wa sin 6' 
r = — — — ^— — _ « 
sin (8' — 6) - sin 8 

Il reste à éliminer 8' entre (1) et (2) pour avoir Téquation polaire du 

lieu. 

On déduit de (1) 

^ ^, 6»C08 8 . ,, 6»cos8 ^, — o»sin8 

tg 8'=^ -r-T-r» sm 8^= , , cos8'=:-7=====. 

a sm 8 \Jb^ cos« 8-ha< sin'ô /6*co8*8-|-a*âin«8 

De sorte que ces valeurs, portées dans (4), conduisent à l'équation 

polaire : 

«6* cos ô 

(5) r = , i > 

b* cos* 8 + a^sin* 8 — sin8v6* cos' 8 -ha* sin* 8 
Gette équation devient, en coordonnées cartésiennes, 

(6) (6*a;* -h aY]y* = (&"a?* -h a*y* — àb'x)\ 

Gette équation, qui semble être du 4« degré, se réduit au 3*. On trouve 
ainsi pour le lieu des points S, la cubique 

6*05 [x — o)* 

(7) «*=— — -i- -i — . 

^^ ^ 2a» — a;(2a*-6*) 

G'est une cubique de forme strophoidale dont le point double est en A 

et ayant pour asymptote la droite 

2 a' 

aj= • 

2a*— 6» 

La boucle de la cubique correspond au lieu des centres de similitude 
interne, car les tangentes intérieures, quoique étant ici toujours imagi- 
naires, se rencontrent néanmoins en un point réel. 



36 JOURNAL DB MATHEMATIQUES SPÉGIALBS 

Remarqué. — Si Tellipse doTient un cercle, a = &, et Téquation de la 

cubique (7) devient 

x(x — ai* 

«»= — ^ -. 

2a — X 

G^est une stropholde droite. On en conclut donc que : 

Si par un poirU donné A Svne circonférence donnée, on mène une corde 

quelconque AM, le lieu des centres de similitude du cercle donné et du cerde 

de diamètre AM est une stropho'ide droite. 

5. — Par un des foyers F d'une ellipse donnée, on mène un 
rayon vecteur quelconque FM, et on décrit sur FM comme dia- 
mètre un cercle. Le lieu des centres de similitude de ce cercle et du 
cercle ayant pour diamètre la distance des deux foyers, est une 
conique. 

Soient F' le second foyer de Tellipse, G le milieu de MF, O le centre 
de l'ellipse, S le centre de similitude externe des cercles de diamètre 
MF et FF^ 
Les coordonnées polaires du point S sont 

OS = r, COF = 6. 

Posons encore GF = p et OC = p'. 
De ce que le point S est centre de similitude, il résulte que 

r p' 

c c — p 
Gomme MF •+- MF' =,2 a, on en déduit 

(2) P + p' = a- 
On a, d*autre part, dans le triangle COF 

(3) p« = c* + p'« — 2cp' cos e. 

On aura l'équation polaire du lieu en éliminant p et p' entre (1), (2) 
et (3). 

Or, (3) peut s'écrire, en tenant compte de (2) 

a(p — p') = c* — 2cp' cos 6. 
ou 

(3)' ap + (2C cos 6 — a) p' = c*. 

On est donc ramené à éliminer p et p' entre les trois équations du 
premier degré (1), (2) et (3)'. 
On a immédiatement le résultat sous forme de déterminant 

2CCOS6 — a a c* 

c r cr = o. 

I I a 

lequel déterminant développé, donne l'équation 

,L\ c(q + C) 

^ 20 COS 6 — (a — c) 

Le lieu des centres de similitude est donc une conique ayant Tun de 
ses foyers en O et l'un de ses sommets au foyer F de la conique 
donnée. 

Il n*y a que la portion de la conique (4) située en dehors de Tellipse 
donnée qui corresponde au lieu du centre de similitude externe. Le reste 
de la conique (4) correspond au lieu du centre de similitude interne, 
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lequel centre, quoique réel, est toujours, dans le cas présent, le point de 
rencontre des tangentes communes imaginaires. 

Il est facile de voir que la conique (4) sera une ellipse, une hyperbole 
ou une parabole, suivant que Ton aura 

3c ^ a. 

Si donc 6 < a < -— zr » 

la conique (4) sera une ellipse. 



Si o> 

la conique (4) sera une hyperbole. 
Si a = - 



3b 
36 



2^2 

la conique (4) sera une parabole. 



Remarque. —• Dans le cas où, au lieu de l'ellipse donnée, on considé- 
rerait une hyperbole, un calcul tout à fait identique conduirait ft une 
conique qui sera toujours du genre hyperbole, et cette hyperbole aura 
un de ses foyers au centre de Thyperbole donnée et un sommet à Tun 
des foyers de Thyperbole donnée. 



NOTE AU SUJET DE LA Q[JESTION 470 

Par M. d'Ocai^ne. 



A Tendroit cité {N. A., 1844, p. 6i et non 464), Ossian Bon- 
net résout le problème, non seulement pour Tellipse, mais 
pour la parabole, et son analyse s'étend immédiatement à 
rhyperbole. Le résultat auquel il parvient est le suivant : Les 
normales à une conique qui détachent de cette conique un segment 
d^aire minima sont inclinées à 4S^ sur les axes de cette conique. 

Pour établir ce résultat, 0. Bonnet a recours au calcul inté- 
gral. Oo peut le déduire, dans le cas des coniques à centre, 
d'un théorème que j'ai donné jadis dans les N. A. (1886, 
p. 298), ainsi que je le fais voir dans une Note que j'adresse à 
ce recueil. 

Pour le cas de la parabole, on y parvient en partant d'un 
théorème que j'ai démontré dans le présent Journal (1891, 
p. 99). Voici comment : 

Puisqu'au point Â. l'aire détachée par la normale doit être 
minima, sa différentielle doit être nulle, c'est-à-dire que les 
deux triangles infiniment petits formés avec la normale infi- 
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niment voisine doivent être égaux. On en déduit immédiate- 
ment que si a est le centre de courbure répondant au point 
Â et y le second point où la normale Aa rencontre la para- 
bole, a doit être le milieu de AV. En d'autres termes, le 
cercle de courbure (a) au point A doit passer par V. 

Or, à l'endroit cité, je démontre que si N est le point oii 
la normale AV coupe Taxe de la courbe, P le pied de la 
perpendiculaire abaissée de A sur Taxe, E le point ou la 
perpendiculaire élevée en N à AN coupe la parallèle à Taxe 
menée par A, H le pied de la perpendiculaire abaissée de K 
sur H, la droite qui joint le point A au second point de 
rencontre B du cercle (a) et de la parabole coupe Taxe en 
un point I tel que, en tenant compte du sens des segments, 

PN = m. 

Si le point B se confond avec le point V, le point I se 
confond avec le point N, ce qui exige que le point N soit le 
milieu de PH, et comme l'angle ANK est droit, Tangle ANP 
est alors égal à 4S^ c. q. f. d. 

On peut remarquer que le point P se confond alors avec 
le foyer F, c'est-à-dire que Ze porn^ A est sur la perpendicu- 
laire élevée à Vaxe par le foyer, 

m 

QUESTION 322 

SUR LE MOUVEMENT d'uNE DROITE ASSUJETTIE 

A QUATRE CONDITIONS 
Par U. A. Pellet, Doyen de la Faculté des sciences de Glermont. 



Lorsque quatre points d'une droite sont astreints à rester 
sur quatre quadriques ayant un diamètre commun et homo- 
thétiques deux à deux, tout point de la droite décrit une courbe 
située sur une quadrique admettant le diamètre commun, et 
bomothétique à Tune quelconque des premières. 

En prenant pour axe des x le diamètre commun, pour plan 
des yz le plan parallèle au plan diamétral conjugué, Téqua- 
tion générale de nos surfaces est 

Aa?* -h A.y -+- M'z^ + 2Ga; -+- D = G 
A peut être nul, G et D étant deux paramètres variables. 
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Désignons par Ci et D^ les valeurs de ces paramètres 
correspondant aux quatre surfaces données, i prenant les 
valeurs o, i, 2 et 3. Soient a, b, c les coordonnées du point 
de la droite qui reste sur la surface Co, Do, et a + pa, 
6 + pp, c + pY les coordonnées du point situé à la distance p 
du premier; a, p, y sont reliés par une équation du second 
degré. 

On a les trois équations : 

2p^{kaa 4- A'tp 4- A'^Cy) + pî(Aa« + A'p« + A'y») 

■+• 2(Gi — Go)a + 2Gipi(i + Bi — Do = o, 

Pi étant la distance du point qui décrit la surface CjU, au 
point qui décrit la surface Gq, Do. 

Si les surfaces sont des sphères, la quantité Aa' + A'p* 
-h A'^y" est constante et le mouvement de la droite est de 
révolution. Dans tout autre cas on a entre les quatre fonctions 
Aa« + A'p» + A'^yS Aaa + A'ép -H M'cy, a, a trois équa- 
tions linéaires non homogènes, d'où on peut tirer trois d'entre 
. elles en fonction de la quatrième, puis transportant dans 
réquation 

2p(Aaa + A'ôp + A'^Cy) + p'(Aa» + A'^» -4- A"y*) 

+ 2(G - Co)a H- 2Gpa -h D - Do = o, 

oh p est donné, déterminer C et D de manière à ce qu'elle 
devienne une identité. C est donné par l'équation : 



et D par 



Pi» 

P«» 
Pi» 
P» 

Pi» 
P2- 
Pa» 
P» 



Pi 

P2» 

p3; 

pf. 

pi' 

ps 



Gi — Go 
G, — Go 
G, — Go 
G —Go 

Cl — Go, 
Cj — Go, 
G| — Go, 
G — Go» 



Cipi 
Gjp, 

Cap* 
Gp 

Di-Dc 



= o, 



D. 



-De 
-D, 



D - D. 



= o. 



Le coefficient de G est éscal à : 



Pl 


PÎ. 


GiP, 




Pl. 


p* 


pi 


C.P. 


+ p 


P.. 


p» 


Pi 


C«p« 




p.. 



2 



Pî 

pi* 
Pi» 



Cl — Gq 

G, — Go 
G3 — Go 
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Le point correspondant à la valeur de p qui annule ce 
coefficient décrit une courbe située dans le plan: 

Pi, 9l C, -Co, D, -D, 

pi> pi» G, — Go, Dj — Do 

P«> p3» G, — Gq, D, 

o, o, I, 



-D. 



— 2a? 



= o. 



QUESTION 324 

Développeineiit et solntion. 



Nous avons longtemps et vainement attendu une solution 
de la question que M. Tissot avait proposée, en 1891, sous le 
n® 324. Nous publions, en même temps qu'une lettre que 
M. Tissot nous écrivait à ce propos, une solution qui nous a été 
adressée par un de nos lecteurs, un très sympathique collègue 
avec lequel nous nous étions, un jour, entretenu de cette ques- 
tion. Voici d'abord la lettre de M. Tissot : 

c Si renoncé signifiait que deux quelconques des trois 
coniques sont semblables entre elles, il faudrait effectivement 
en supprimer une, et dire : deiix coniques bitangentes à.... sont 
semblables; mais ce serait faux. 

» Ge qui est vrai, c'est que, sur trois prises au hasard parmi 
celles, en nombre infini, qui remplissent les conditions indi- 
quées, il y en a toujours deux pour lesquelles le rapport des 
axes est le même; l'énoncé n'exprime pas autre chose. Quant 
à la troisième, tantôt le rapport des axes sera le même pour 
elle que pour les deux premières, tantôt il en sera différent ; 
c'est pour n'exclure aucun cas que l'énoncé porte : deux au 
moins, 

1» Sauf meilleur avis, il me semble qu'il est bon de conserver 
à cet énoncé sa forme concise, et que, si obscurité il y a, elle 
disparaîtra à la réflexion. On peut bien laisser au lecteur la 
satisfaction de passer tout seul de l'une à l'autre des deux pro- 
positions suivantes : Quand on tire trois boules d'une urne, 
il y en a toujours au moins deux de la même couleur, — 
l'urne ne contenant que des boules de deux couleurs. » 
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Voici maintenant, avec les remarques préliminaires qu'elle 
soulève, la solution que nous a communiquée notre aimable 
correspondant. 

La question 324 proposée par M. Tissot, question particuliè- 
rement intéressante, énoncée sous une forme originale, cons- 
titue une importante propriété des coniques. Cette question 
ayant, bien à tort, passé inapergue, voulez-vous me permettre 
de la reprendre, d'en indiquer le sens et la solution. Voici 
quel était l'énoncé : 

Sur trois coniques bitangentes à deux cercles donnés, de manière 
que les centres de ces cercles ne se trouvent pas sur le même axe, 
deux au moins sont semblables entre elles. (À. Tissot.) 

On sait qu'il y a 3 séries de coniques bitangentes à 2 coni- 
ques G et G'; que pour chacune d'elles les cordes de contact 
sont issues d'un pôle double de G el G' et forment faisceau 
harmonique avec les sécantes communes des coniques don- 
nées. 

En particulier, si G et G' 3ont deux cercles, les 3 pôles 
doubles sont : 

1® Un point à l'infini sur l'axe radical de G et G'; 

2® Les 2 points de Poncelet. 

D'après l'énoncé, nous devons laisser de côté le pôle double 
à l'infini sur l'axe radical, auquel ne correspondent que des 
coniques bitangentes telles que les centres des 2 cercles 
soient sur un même axe. Restent les 2 points de Poncelet. Or, 
sur 3 coniques, 2 au moins correspondent à un même point 
de Poncelet et le théorème proposé se réduit au suivant : 
toutes les coniques bitangentes à deux cercles et dont les cordes de 
contact passent par un même point de Poncelet sont semblables 
entre elles, et c'est pourquoi, voulant bien faire comprendre le 
sens de son énoncé, M. Tissot disait, dans la lettre publiée 
plus haut : 

a Si (Tune urne, ne contenant que des boules blanches et des 
boules rouges, on en extrait trois, il y en aura toujours deux de la 
même couleur; sous sa forme concise, mon énoncé a une grande 
analogie avec le précédent. 
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^^ On peut prendre comme axe des y Taxe radical de C 
et G% et comme axe des x la ligne des centres. 
Les deux cercles auront pour équations: 
C «■ -H y* + 2ax + fc = G. 

C «* -h y» + 2a^x 4-6 = 0. 

Un point de Poncelet a pour coordonnées 

» = o 

Les cordes de contact avec les deux cercles d'une conique 
bitangente ont respectivement pour équations : 

y - X (« - \/6) = G, 

et Xy 4- « — \/5 = o. 

Identifiant alors 

oî* -H j/* H- 2ax 4-64-K[y— Xa;H- Xy/ft]* = o, 

avec OJ* + y" -h 2a'x + 6 -h K^ [Xy -h « — y^' = o, 

on détermine E et E|, et où a, en fonction de X, l'équation 

générale des coniques bitangentes à G et G' et correspon- 

( ^ = o 
dant au pôle double J __ /r- 

Il est alors facile de constater que le rapport des axes est 
indépendant de X. 

2^ On peut prendre une conique rapportée à ses axes 

Ax* -4- Gy' —1=0, 
lui inscrire un cercle bi tangent de rayon R et dont le centre 
est sur Oy ; puis inscrire un deuxième cercle également bitan- 
gent, de rayon B|, et dont le centre est sur Ox^ et écrire que 
la distance des centres de ces deux cercles est donnée et égale 
à d; on trouve alors sans difficulté la relation suivante 
entre A, G, R, R| et d : 

(1) (A - G)AR« H- (G - A) GR? 4- rf^AG = o. 

Or, l'équation (1) est homogène et du deuxième degré en A 
et G; par suite le rapport T^ 9 lorsque R, R^ et d sont donnés, 
n'a que deux valeurs; ce qui démontre la proposition. 
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QUESTION 410 

Solution par M. E.-N. Bàrisien. 



D'un point P on peut abaisser quatre normales sur une ellipse. 
Les pieds de ces normales sont Â., B, C, D. Chacun des cercles 
tels que BGD coupe Vhyperbole d'Apollonius du point 'P en un 
quatrième point a. 

Si le point P décrit une courbe quelconque dans le plan y le 
centre des moyennes distances des quatre points a décrit une 
courbe semblable. (Droz-Farny). 

Soient (a, p) les coordonnées de P (x^, y^), («,, y,), (x^^ y,), 
(^4 » 2/4) celles des points A, B, C, D. 
L'équation de l'ellipse étant 

(1) 6W + a«2/* - a*6« = o, 

celle de l'hyperbole d'Apollonius relative au point P est 

(2) c^xy + é^poc — û*ay = o. 

Or (de Longchamps, Géométrie analytique à deux dimensions, 
page 402), l'équation du cercle BGD, dit de Joachimsthal, est 

en posant u = a* -^ — - == 6* H » 

Les équations aux abscisses et aux ordonnées des points de 
rencontre des courbes (1) et (2) donnent 

(4) a?i -*- a?, -*- op, + a;^ = — ^ • 

(S) yi + y. + !/« -H y, =:: - — ;;î-- 

Soient X^ et Yi les coordonnées du quatrième point d'in 
tersection du cercle (3) avec l'hyperbole (2). En formant les 
équations aux abscisses et aux ordonnées des points de ren- 
contre des courbes (2) et (3), on trouve 

2a* a ô'pajj 



Xj 4- a;, + X, H- a?4 =• 



«*J/i 



__ 26*p a*ayi 

Y, ^ y. -h ys + y, = - -/ 4- -^ 
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Donc, d'après (4) et (5), 

Par conséquent, on a pour le centre des moyennes distances 
{l, 7|) des quatre points tels que (Xj , Tj 

(8) ç = ?^ = ?^ + *Jiyp). 



m -t'-t*^^© 



ïajt et Syt sont donnés par (4) et (S). — Si on pose — = Wi, 
on trouve une équation du 4* degré en m en éliminant x et 
y entre — = m et les équations (1) et (2). 
On trouve ainsi 

(8) et (9) deviennent alors 

Si donc le point (a, p) décrit une courbe donnée U, le point 
(Ç, 7i) décrira une courbe U', homothétique à U. 

Remarque. — Le cas oii a = b\/2 fait exception; le centre 
des moyennes distances est, alors, situé sur Ox, quelle que 
soit la position du point (a, p). 



QUESTION 260 

Solution par M. A. Gurvat. 

Prouver que, pour toutea les valeurs réelles et positives de la 
variable x, l'expression 

X — I 

dans laquelle a désigne une quantité comprise entre zéro et 
Vunitéj peut être représentée par (2a — i )ô, en supposant o < 6 < i . 

(Gh. Hermite.) 
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II suffit de montrer que la fonction, quand x varie de o 
à 00 y part de o, passe par un maximum ou minimum égal 
à (2a— i) et revient à o. 

En effet, pour x = Oy elle est nulle; pour X = i, elle 

prend la forme *• En levant l'indétermination on trouve 

o 

20—1. Cette valeur est fournie par x = i qui annule la 

dérivée, c'est donc un maximum ou un minimum. Pour (c = 00 , 

elle est nulle; en effet, en divisant haut et bas par o;, elle 

devient 

I I 



I 
I 

X 



qui est nulle pour x = <x> . 

La fonction part donc de o pour revenir à o, elle passe par 
un maximum si 2a — i est positif, et par un minimum si 
2a — I est négatif. 

Sa valeur peut donc se représenter par (2a — 1)6, en suppo- 
sant o < 6 < I*. 



QUESTION 345 

Solution par Fauteur. 



Trm points de masses m^, m„ m^ se meuvent sur les côtés 
d*un triangle ABC, de façon à rester en ligne droite; trouver le 
lieu décrit par le centre de gravité de ces trois points. 

(Balitrand.) 
Soit Xa; -h (xy + v^ = o 

réquation d'une droite. Les coordonnées des points A', B', C' 
où elle coupe les côtés BC, CA, AB d'un triangle ABC sont : 
(A') aj = o, y = v, if = -(x 

(B') a? = - V, y = o, z = 1 

(C) aï = {JL, y = ^, s = o. 

Les coordonnées du centre de gravité de ces trois points 
sont, en posant 
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j»! -h m, -4- m, = Mj 
MX = — m,v -f- ma|A 
MY = m^y — w,X 
MZ = — w^ifA H- Wj|X. 
Od en déduit, en multipliant respectivement ces équations 
par m^ fit,, m,, 

WjX + m,Y -h WsZ = o. 
Le lieu est donc une droite. 



QUESTION 95 (1884, p. 46) 

Solvtion par M. Guittoa, professeur an lycée d*Ainiens, 
Si V équation 

(1) f (X) = Bo + a^ X -*- . . . -h HnX" = o 

a toutes ses racines réelles et de même signe, F équation 

(2) ao c(w <p + aix co« (9 -f- 6) H- ... 4- anX»» cos ((p -«- ne) = o 
a toutes ses racines réelles, quels que soient et 9. 

(E. Laguerre.) 

Soit z un nombre complexe; faisons décrire au point figu- 
ratif M une droite passant par l'origine et faisant un angle 6 
avec l'axe des quantités réelles. 

Si a, 6, c, . . . / sont les racines de l'équation (1) et 
a, p, Y, ... X les arguments de 4? — a, « — 6, ... j — /; la 
quantité 

f{z) = a„(a - a){z - b) ... {z ^ l) 
a pour argument 

Si M décrit la droite entière dans le sens de la flèche, * 
varie de wir, puisque tous les points a, b,c, ... l sont du 
même côté de cette droite; si par exemple a^b, c, ... /, sont 
positifs, * diminue de nn. Il en résulte que tg 4» devient 
infini n fois en passant de — 00 à 4- 00 . 

Calculons tg <t>. Pour cela, posons oM = p, 

Pour tous les points de la droite, 

z = p (cos 6 -h sin 6). 
Alors 

M = «0 + ûip (cos 6 + sin e) 4- ... + Onp" (cos ne + si^ nO), 
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X ^ a.p sin 6 -H ... -H OnO^ sin n 9 

et te ^ =: -^ ' • 

ao -4- a^p cos 6 + ...-+- anf cos n 6 

C'est une fraction rationnelle en p, elle ne devient infinie 
que pour les racines du dénominateur. Il résulte de la 
remarque précédente que ce dénominateur a m racines réelles 
et distinctes et qu'entre deux consécutives de ces racines, la 
fraction prend toutes les valeurs de + oo à — oo . Si donc on 
égale cette fraction à tg 9, f étant Tangle donné, on formera 
une équation en p ayant n racines réelles ; on trouve jus- 
tement l'équation (2). 

QUESTION 392 

Solution par M. H. Brocard. 

On donne une hyperbole (H) ; on lui mène une tangente qui ren- 
contre en a Fune des asymptotes A. D'un point h de cette tan- 
gente on lui élève une perpendiculaire bc qui coupe A au point c. 
On demande le lieu des points tels que b, lorsque la tangente, variant 
de position, les triangles comme abc restent d'aire constante. 

Déterminer géométriquement la normale en un point de ce lieu? 

(Mannheim.) 

Soient Oac, Od les asymptotes ; abd la tangente. Le 
triangle Oad est le double du parallélogramme des coordon- 
nées du point bj mesurées parallèlement aux asymptotes. La 
surface du triangle Oad est donc constante. Soit i le milieu 
de ac. Ce point est le point de contact d'une branche d'hy- 
perbole équilatëre ayant pour asymptotes abeibc. Par consé- 
quent, la question est amenée à chercher le lieu du centre 
d'une hyperbole équilatère tangente à Oac et dont une asym- 
ptote est tangente à l'hyperbole (H). Cette transformation 
n'est pas indispensable, elle montre cependant que la normale 
en b est la droite bi. 

On peut avoir très simplement une relation entre l'aire A* 

du triangle abc et l'ordonnée y du point b (coordonnées 

rectangulaires). En effet, 6 désignant l'angle bac, on a 

ab.ac . ^ ac.y 

^j== smô = — ^; 

2 2 

mais ac = 2ai = zbi et y ^ bi sin 2Ô, d'oh 

(1) y* = A* sin 2Ô, 

ce qui montre que, sur chaque tangente a6, il existe deux 
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points b, symétriques par rapport au point a. On voit aussi 
que le lieu (6) rencontre Tasymptote Ooo à l'abscisse limite 
de rhyperbole. 

a> étant Tangle des asymptotes, et a, p étant les coordon- 
nées du point de contact de a6 avec l'hyperbole^ celle-ci a 
pour équation 

(2) p« - map + /* = 0, 

ayec m = tang a>. On a donc 

(3) *go = ;5^' 

(4) a? = a — p cos 6 -h y cotg 6. 

Il faudrait donc éliminer a, p, entre les quatre équa- 
tions (l)y (2), (3), (4). Ces équations renfermant des paramètres 
différents, ne sont pas susceptibles de réduction. 

Si Ton suppose l'hyperbole (H) équilatëre, cela revient à 
remplacer l'équation (2) par 

(20 ap = K\ 

et l'équation (3) par 

(3') tgô = - 1. 

a 

A. cette hypothèse on peut ajouter celle de l'équivalence des 
triangles abc, Oad, et étudier la courbe ainsi obtenue, que 
l'on construira en décrivant un arc de cercle ayant a pour 
centre et aO pour rayon, et qui rencontre la tangente abd 
aux points b et b\ 

En prenant les coordonnées polaires, on a immédiate- 
ment, en posant baO = 28, 60a = u, Ob = r, les relations 
îi = 90^ — S, 

^ . . ^ 2K 4KC0SU 

r = 2.0a,sin8, Oa = -t= r » r= .— - > 

v/sin 28 cos 28 V sin 2U cos 2u 

el en coordonnées rectilignes, x = o et yjx^ — y*) = 8K»dg. 

QUESTION PROPOSÉE 

^^^^■^■"^^"^^^ 

476. — D'un point P pris sur la base BG du triangle ABC 
on décrit avec le rayon PA une circonférence qui coupe en 
G' et B' les côtés prolongés AB et AG. Quelle est l'enveloppe 
de B'G' lorsque P décrit la droite BG? (Droz-Famy.) 

Le Directeur-Gérant, 
G. DK LONGCHAMPS, 

IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS OB FER 
IMPRIMERIE CHAIX, RUE BBROiRBy 20, PARIS. — 886H-96. 
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SUR UN POINT DELICAT 

DANS LA CONSTRUCTION DES COURBES 

Par M. Elgé. 



Lorsqu'on cherche à déterminer les tangentes qui sont 
parallèles à Tun des axes de coordonnées (Faxe Oo;, par 
exemple), on considère les deux équations 

nx, y) = o, g = o, 

et si Ton yeut déterminer les abscisses des points cherchés^ 
on élimine ^ entre ces deux équations. On obtient ainsi une 
équation F(a?) = o, dont on détermine les racines. 

Soit x' Tune de ces racines; on cherche les valeurs réelles 
de y y qui correspondent à a'; et, y' étant Tune d'elles, on 
conclut, commettant ainsi une grave erreur, qu'au point a:', if 
la tangente est parallèle à Ox. 

Un exemple mettra mieux en lumière Terreur que nous 
signalons ici. 

Prenons l'équation 

(oî" -h y^Y — oa? (a;* 4- y") — a>y* = o. 

La courbe correspondante, qui affecte la forme d'un limaçon 
de Pascal, déformé, est facile à construire. L'aspect de la courbe, 
quand on a donné son tracé général, conduit très naturelle- 
ment au problème des tangentes parallèles aux axes. 

Pour l'axe Oy, on trouve qu'il y a deux tangentes réelles 

(x = a, x=— —) entre lesquelles la courbe est complète- 

Pour l'axe Ox, la discussion est plus délicate et nous tou- 
chons là au fait que nous voulions signaler. 
On vérifiera, très facilement d'ailleurs, que les équations 

. df 
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donnent, dans le cas présent, après élimination de y, 

\2X'^ — 1400; -h 3a* = 0. 
Les racines de cette équation sont réelles et comprises 
entre o et a. Le premier mouvement^ celui dont il faut, en 
science mathématique, quelquefois se défier, nous porte à croire 
qu'il y a, sur la courbe, deux points réels M', M", correspon- 
dant respectivement aux abscisses : 

7 - v^i3 „ 7 -+- v/i3 

Oî = a — > x' = a — , 

12 12 

tels que, en ces points, la tangente est parallèle à Ox. 

Cette conclusion est exacte pour M'; elle est inexacte pour 
le point M'^; il est facile de le prouver. 

L'ordonnée y'\ celle qui correspond à x'% est donnée, 
comme on le vérifiera, par l'égalité 

3aic''« - Ax"^ 

4x — a 
et, au point étudié, on a 

/« 2 - v/i3 



X 



f'\ 



4+ v/i3 



On voit ainsi que y" est imaginaire. C'est au point imagi- 
naire^ situé sur la courbe, point correspondant à l'abscisse 

df 
réelle af, que— prend la valeur nulle; mais au point réel M' 

correspondant à cette même abscisse, la tangente n'est pas 
parallèle à Ox. 

C'est une bien petite remarque; pourtant, peut-être n'était-il 
pas sans utilité de la signaler. 



EXERCICES 

Par M. Barisien* 

{Suitey voir page 34.) 



6- — On donne une ellipse (E) de centre et un cercle (G) 
concentrique à (E) ; puis on considère un sommet A du grand axe 
de r ellipse et le point V ouïe cercle (C) rencontre le demi-axe OA. 

/® Par le point A on mÀne une corde AM quelconque de V ellipse 
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(E). Le lieu des centres de similitude du cercle (C) et du cercle de 
diamètre AM, est une quartique (S). 

2® Par le point P on mène une corde PQ quelconque de Vellipse 
(E)* Le lieu des centres de similitude du cercle (G) et du cercle de 
diamÀtre PQ est une quartique (S^). 

3® Si le rayon du cercle (G) est égal au demi-grand axe de (E), 
les quartiques (£) et (£J se réduisent à une même cubique. 

4^ Si le rayon du cercle (G) est égal à la demi-distance focale 
de (£), la quartique (SJ se réduit à deux coniques. 

1» Soit H le rayon du cercle (C), et œ^J y^ les coordonnées du 
point M. On a 

(1) 6>ajf 4- a'yf = a*6*. 

Les coordonnées du centre de similitude externe des cercles (G) et de 
diamètre AM sont 

a'R - aR' p'R — BR' 

^^ R-R' ^^ R — R' ' 

R' étant le rajon du cercle AM, (a, p) les coordonnées du centre de (C), 
et (a^ ^') les coordonnées du centre du cercle de diamètre AM* 

Or, ici 

(3) 4R'* = [Xi - aY + y\ , 

a = o, p = G. 

2 2 

De telle sorte que les formules (2) deviennent 
^^^ ^= 2(R-R')' 

Il reste à éliminer Xi, y^ ot R' entre les quatre équations (1), (3), (4) 
et (5). 
Or, de (4) et (5), on déduit 

(6) xy,=iy(x^-\'a). 
L'équation (1) peut s'écrire 

(7) a»2/? = 6>(a«-a:f). 
D*où, en divisant (6) et (7) membre à membre 

X y 

a*yi~~'b*{a —a;,) 

ou bien 

(8) b*x{a — a?i) == o^yj/i. 

Les équations (6) et (8) sont du premier degré en œ^ et Vi* En les 
résolvant^ on en déduit 

__ a(6*a;* — oV) _ 2àb^ 

'^^ ^» = h^x^ -f a V ' ^* - W^H=^** 

Portant y^ dans (5), on trouve 

R(b»a?> + g V - ab^) 



82 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Si, enfin, on porte dans (3) les valeurs (9) et (10), on trouve pour le lieu 
du centre de similitude, Téquation de la quartiquo 

(11) RM6«x» -f- a*y* — ab^)* = a*y*(b*x* + aY)- 

Ce lieu convient aussi aux centres de similitude interne, puisque les 
formules (2) se changent alors en d'autres dans lesquelles R' devient 
négatif. Or, d'après (3), la valeur de R^ étant sous forme de radical carré, 
on retrouverait, en faisant les calculs, Téquation (11). 

2» Dans ce cas, le calcul, quoique offrant de grandes analogies avec le 
précédent, est cependant plus difficile à conduire. Nous croyons donc 
rendre service à nos lecteurs en leur en donnant le détail. 

Désignons encore par {Xi , y,) les coordonnées du point Q, et par R' le 
rayon du cercle de diamètre PQ. 

On a alors, dans les formules (2) 

(12) 



4R'«: 


= (a;.- 


■ H)* + 2/î, 




a = 


:o. 


P = o, 




a'=îi 


+ R 

2 ' 


r = 


2 * 



Les formules (2) deviennent donc 

(13) . = 5lîi±^), 
^ ^ 2(R - R')' 

(14) y==-^ 

^ ' ^ 2(R - R') 

Il faut éliminer R', Xi et 2/1 entre les quatre équations (1), (12), (13) 
et (14). 
Posons R — R' = k, Téquation (12) devient 

(15) 4lR - k]* = (^i - R)* 4- vi 

De (13) et (14), on tire Xi et y^, en fonction de k, c'est-à-dire 

,.-, 2kx—B} 2ky 

(16) X, = — , y, = -^. 

En portant ces valeurs de' x^ et yi dans (1) et dans (15), on obtient 
les deux équations 

(17) b*{2kx — B*)^ + 4a«/f«y> = a>6«R», 

(18) R«(R — /c)* = (kx — R«)« + A;V. 

Il ne reste plus qu^à éliminer k entre ces deux équations. 
Or, Téquation (18) se réduit au premier degré en A, et devient 

(19) k{x* + y* - R») — 2R*(a? - R) = o. 

Si Ton porte la valeur de fc, tirée de (19), dans (17), on obtient pour le 
lieu des centres de similitude des cercles (G) et de diamètre PQ, la 
quartique d'équation 

^ ^ 1 = 6«(a« - R«)(a;» -{-y*'- R«)«. 

3"* Faisant R = a, on trouve que les équations des deux quartiques 
(11) et (20) se réduisent à la cubique 

,«-. o b*x{x — a]* 

(21) v*= ' • • 

^ ^ ^ 2a3 — a;(2a« — 6») 

Dans ce cas, ces deux courbes doivent se confondre, en raison mâme 
de la définition géométriq[ue des deux lieux précédents. 

On retrouve d'ailleurs en (21), Téquation (7) de Texercice 4, qui a été 
résolue directement par les coordonnées polaires. 
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4'> L'exercice 5 nous a donné directement le lieu du centre de similitude 
du cercle (G) et du cercle de diamètre PQ, lorsque R = c. 

On a trouvé que le lieu était une conique. 

Cependant, si Ton fait R = c, dans (20), on trouve l'équation du 
A* degré 

(22) 8c»(aj— c)[2(aî — c)(6"a?>+aV) — &'a;(aî» 4- 3/« — c>)]=:6<(a;»+2/«— c»)«, 
qpii ne paraît guère, à première vue, pouvoir se réduire. 

Toutefois, si on transforme Téquation (22) en coordonnées polaires, 
on a 

,am j 8c*(r cos 6 — c)[2(r cos 6 — c)(6> cos* 6 + o« sin* b)r^ 

^^^^ \ — 6M^' — c*) cos Ô] = b'ir* — c*)\ 

On avait trouvé, à Téquation (4) de Texercice 5, l'équation polaire de 
la conique 

(24) r= "<"+;) . 

2CC0SÔ— (a— c) 

Or, si Ton substitue la valeur (24) de r dans (23), Téquationest identi- 
quement satisfaite. 

L^équation (22) doit donc contenir, en facteur, le premier membre de 
réquation cartésienne de la conique (24), c*est-à-dire 

(25) (a — c)* fx« + y*) — [200; ^c{a + c)]« = o. 

Il semblerait donc que le second facteur du second degré, provenant de 
la décomposition de (22) soit une solution étrangère. 

Il n*en est rien. Car nous allons montrer que la solution de TexerciceS, 
quoicpie rendue fort élégante par l'emploi des coordonnées polaires, est 
incomplète. 

En e£fet, la méthode de Texercice 5 ne permet pas de représenter le 
centre de similitude interne des deux cercles. 

D^autre part, l'équation générale (20) représente à la fois le lieu du 

centre de similitude externe et le lieu du centre de similitude interne, 

parce que U valeur de R' dans (12) est fonction d^un radical carré. Mais 

dans le cas où le point P est le foyer F, tel que R = c, la longueur R' 

n'est plus fonction d*un radical, mais devient la fonction linéaire 

ex, 
2R' = a-— *. 
a 

De sorte que l'on aura le lieu du centre de similitude externe en élimi- 
nant x^ , 2/1 et R' entre les équations 

ex, 

a 

(26) { ^ c(a?i + c) ,, __ cyi 

2(C— R') ^ 2(C-R0 

b^x\ + a>i/f = a»6«. 

Quant au lieu du centre de similitude interne, il s'obtiendra par Télimi- 
nation de a^i, 1/1 et R^ entre 

CXm 

2R' = a -y 

a 

(27) l ^ c(a?i + c) ,, cVi 

2(C -t-R') ^ 2{C-h R') 
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On trouve ainsi, pour lieu du centre de similitude externe Téquation 
&»[a?(a — 2c) + c»]» -f y«(a — c)* = b*c^{x — a)*, 
qui peut se mettre sous la forme 

(28) (a — c)» (a;» + y*) = c» [2a; — (a 4- c)]*. 

On trouve de même pour le lieu du centre de similitude interne, 
l'équation 

(29) (a + c)» {X* + y*) = c* [20; + (a — c)]». 

On reconnaît bien dans (28}, Téquation de la conique (2^1). 
Le lieu total des centres de similitude se compose donc des deux coni- 
ques (28) et (29). 
Les éq[uations polaires de ces deux coniques sont 

(30) r = ''y+;> , . 

2C C08 6 -— (a — c) 

(31) r = , î^^ ,. 

(a + c) — 2C cos 6 

On a déjà discuté le genre de la conique (3o) à l'exercice 5. Quant à la 
conique (3i) c*est toujours une ellipse. 

Les coniques (3o) et (3i) ont un foyer commun au centre de Tellipse 
donnée, et ont aussi un sommet commun au foyer F de Tellipse donnée. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. A. Boutin ; 

« ... L'énoncé de la question 409, dont une solution a paru 
dans le numéro de décembre 1898, parait incomplet. 

» Les cubiques qui sont leur propre transformée, par 
points inverses, ont une des deux formes : 

(1) Aaj(y» - z*) + By (^« - a?*) 4- C^ {x* - j/«) = o. 

(2) Ax (y* + z^) + By {z^ + x^) -4- Bz {x^ + y«) + Dxyz = o. 

» Les cubiques (1) sont celles auxquelles 1 énoncé 409 s'ap- 
plique: celles que j'ai appelées les cubiques des inverses rela- 
tives au point, dont les coordonnées normales soDt A, B, C; 
la propriété indiquée leur servant de définition. 

» Pour les cubiques (2), la droite qui joint deux points 
inverses ne passe plus par un point fixe. Il y aurait donc lieu 
de compléter la question 409 par la suivante : 

» Étant donnée la cubique (2), trouver l'enveloppe de la droite 
qui joint deux points inverses pris sur cette courbe, »... 

Notre correspondant, M. Welsch, après nous avoir fait 
observer qu'une rectification insérée dans le numéro de 
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décembre 1894 (p. 288} restreint la proposition en question 
au cas où la cubique, qui est sa propre inverse, passe par 
les centres des cercles tangents aux côtés du triangle de réfé- 
rence, nous envoie Tintéressante solution que nous publions 
plus loin (p. S7). 

Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne : 

« ... A Toccasion de la Note sur la courbe de Rolle, publiée 
par M. Elgé, je rappelle que j'ai donné (N. A. M., 1892, p. 386) 
une construction générale par points et tangentes de toiUes 
les cubiques cuspidales ( c'est-à-dire ayant un point de 
rebroussement). J'ai rattaché, depuis, cette construction à une 
transformation très générale {N. A, M., 1893, p. 337) dont la 
transformation indiquée par M. Elgé {J. M, S., p. 33) est un 
cas particulier. La construction donnée par cet auteur n'est 
d'ailleurs pas identique à celle que donnerait la mienne pour 
ce cas particulier^ mais on pourrait passer de l'une à l'autre 
par une transformation homographique. » 
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l"" Le tome II {Calcul différentiel, 2* partie; prix 9 francs) des Eléments 
de la théorie des fonctions elliptiques, par MM. Jules Tannert et 
Jules MoLK (voir 1893, p*. 256). 

2* Une brochure sur François Vie te (au dépôt de la Revue occidentale, 
10, rue Monsieur-le-Prince), par M. F. Rittbr, ancien élève de l'Ëcole 
Polytechnique. La vie du grand $i;éomètre et l'analyse de ses œuvres 
mathématiques sont remarquablement exposées dans ce petit ouvrage 
que nous avons lu avec un véritable plaisir. 

3** Le Terrestrial Magnetlsm (International Qualerly Journal)]'p\ihY\é 
à Chicago et dont le premier numéro vient de paraître. Le prix de Tabon- 
nemcnt est do deux dollars par an; le journal est édité sous la direction 
de M. L.-A. Bauer et de nombreux collaborateurs, par les presses de l'uni- 
versité de Chicago. 

4<> Les Tables de logarithmes, à six décimales, de M.Adolphe Benoist 
(Librairie Delagrave). 

Comme Tindique la préface, les tables en question comportent trois 
innovations très importantes : 



1 
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lo La disposition à la fois logarithmique et antilogarithmiqiie des tables 
des parties proportionnelles. 

Cette disposition permet de résoudre dans de meilleures conditions le 
problème de Tinterpolation qui se présente à chaque instant dans les cal- 
culs logarithmiques. 

2* Le système de la double entrée appliqué môme aux tables trigonomé- 
triques. 

3* La réunion de la table des petits arcs à la table des nombres. 

La table constituée sur ce plan est plus légère que celles auxquelles 
elle peut être comparée ; son format est réduit d*un tiers environ par les 
dispositions qui ont été prises et, mal,c;ré cela, la lecture des nombres est 
sensiblement facilitée. Il est bien regrettable que les programmes s'obs- 
tinent à imposer les tables à sept décimales et il y a déjà longtemps, à 
propos des tables deBourget signalées dans ce journali & leur apparition, 
que nous avons manifesté le vœu de voii exercer les élèves aux calculs 
logarithmiques avec des tables moins compliquées que celles qu'on leur 
impose. Celles de M. Benoist s'adapteraient parfaitement à la réalisation 
de ce vœu. 

S"» Un ouvrage de MM. Neppi Modona et Vamini intitulé : Exeroioes 
et formules de géométrie analytique A une et deux dimensions, 

publié à Palerme par la librairie Alberto Reber. 

Ce livre intéresse tout particulièrement les élèves et les professeurs de 
mathématiques spéciales; ils y trouveront de nombreux problèmes, 
accompagnés de leurs solutions et classés avec méthode. Nous supposons 
que cet ouvrage sera suivi d*un travail analogue sur la géométrie à trois 
dimensions. Ce genre de publications est bien d'ailleurs dans la note mo- 
derne; la génération actuelle n'aime guère les recherches personnelles; 
elle préfère qu'on lui présente les choses toutes faites, n'exigeant ni les 
efforts, ni le temps. 

6* Chaleur, acoustique, optique, par Ë. Bouty, professeur à la 
Faculté des Sciences de Paris. Supplément au Cours de Physique de 
VÉcole Polytechnique de J. Jamin, in-8% avec 41 figures; 1896. Prix : 
3 fr. 50 c. 

Cet ouvrage est précédé de l'avertissement suivant : 

c En écrivant ce supplément, nous ne nous sommes pas proposé de 
présenter un tableau complet des progrès des parties de la physique aux- 
quelles il se rapporte, et nous ne nous sommes pas interdit d'y introduire 
des théories ou des faits connus déjà depuis longtemps. 

> L'écueil que nous avons voulu éviter, c'est de le former d'une série 
de paragraphes sans cohésion, ni lien apparent. Nous avons donc limité 
l'objet de notre étude aux matières qui se sont sufSLsamment développées 
ou éclaircies depuis quelques années pour donner lieu à une exposition 
suivie. Nous n'avons pas reculé devant les redites quand elles nous ont 
paru indispensables. 

» De nombreux renvois, placés en note, faciliteront la lecture de ce 
supplément à l'étudiant qui a entre les mains la dernière édition du Cours 
de Physique de MM. Jamin et Bouty. Mais nous ne croirions pas avoir 
atteint notre but si ce fascicule ne pouvait être lu avec profit par tous 
ceux qui savent déjà de la physique, quel que soit le livre dans lequel 
ils l'ont apprise. » 
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SUR LA QUESTION 409 (*). 

Par M. VkTelach. 



Étant dœinée la cubique 

Ax(y* + z«) H- By(z« + x*) + Gz(x« -^ y") + 2Dxyz = o, 
qui est sa propre transformée par points inverses, trouver Ven- 
veloppe de la droite qui joint deux points inverses pris sur 
cette courbe. 

1® L'enveloppe demandée est de la troisième classe. 
En eiTet, la cubique donnée (1) et la cubique des inverses 
relative à un point quelconque (X, Y, Z), dont Téquation est 

(2) Xx{y^ - 3») + Yy{z^ - x^) -h Zz{x^ - y») = o 

se coupent en six points, autres que les sommets du triangle 
de référence, et ces six points sont répartis deux à deux sur 
trois droites concourant au point (X, Y, Z). 

2** L'enveloppe est du sixième ordre. 

Car il est clair qu'aucune droite joignant deux points inverses 
de la cubique (1) n'est doublement tangente avec son enve- 
loppe, à moins que les points de contact ne soient confondus 
(points de rebroussement) (**)• 

3^ Si Ton élimine x entre les équations (1) et (2), on obtient 
une équation homogène et réciproque du sixième degré en y 
et z. 

Cette équation est de la forme 

(3) a(y^ + ;5«) H- 6(y* -4- z^)yz + c(y« + z^)y*z^ + dy»j5« = o, 
les coefficients ayant les valeurs suivantes : 

a =- (BCX« -+- ACXY + ABX Z+ A'YZ) 

6 = - (B« + G»)X» - 2CDXY - 2BDXZ + (A« - C«)Y« 

+ (Aa - B«)Z* + (2BG - 4AD)YZ 
c = BGX» + ACXY -h A.BXZ + 4(AD - BG)(Y« -h Z«) 

+ (4B* 4- 4C* - 3A« - 4D»)YZ 

d=2(B»-hC*)X»-H4CDXY+4BDXZ-h(2A«+4D«-2C*^4B«jY» 
4-(2A« + 4D> - 2B> -4C«)Z* + (12BC - 8AD)YZ. 

(*) Voyez une solution de cette question dans le numéro de décembre 
dernier, p. 487, et la lettre de M. Boutin, publiée plus haut. 

(**) Nous supposons, bien entendu, que la cubique n^est pas dégénérée. 

JOURNAL DB MATH. SPÉG. — 1996. 3. 
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y 

Od aura l'équation de l'enveloppe en éliminant — entre l'é- 
quation (3) et sa dérivée. 

Or, cette équation étant réciproque peut s'abaisser au troi- 
sième degré par l'introduction de la variable 

u = — + — • 

^ y 

Il suffit alors d'éliminer u entre cette nouvelle équation et 

sa dérivée. (Nous supprimons, il est vrai, le facteur — , — i > 

mais cela n'a aucun inconvénient; car, si ce facteur était nul, 
l'équation (3) se réduirait à (Y ± Z)* = o, ce qui correspond 
aux bissectrices de l'angle A du triangle de référence, évi- 
demment étrangères à la question.) 
L'équation en u est : 

a{u* — 3u) -h b{u* — 2) -h cw H- rf = o, 
qu'on peut écrire : 

(4) au* -4- 6w* 4- c^u H- rf| = o, 
en posant : c^ = c — 3a, 

d^ = d — 26. 
L'élimination de u entre l'équation (4) et sa dérivée fournit 
la relation : 

(5) 6*c* — 46»^^ — 4acf — 27a*di 4- iSabc^di = o. 

Nous avons déjà donné les valeurs de a et de b; celles des 
quantités c^ et di sont les suivantes : 

c, = 4(BGX« + AGXY + ABXZ 4- (AD - BC) (Y« -h Z«) 

-+- (B« 4- G* - D«) YZ). 

d, = 4((B« + G«)X« 4- 2GDXY 4- 2BDXZ 4- (D« - B*)Y« 

4- (D« - G«)Z« 4- 2BGYZ). 

Si l'on remplace a, 6, t;^ , ^i 9 par leurs valeurs dans la 

relation (S), on est conduit à une équation du huitième degré 

en X, Y, Z, qui s'abaisse au sixième par la suppression du 

facteur 

(A) [(B« - G«)X 4- (AB - GD)Y 4- (BD -- AG)Z]% 
correspondant a la droite lieu des points tels que les cubiques 
(1) et (2) aient une corde commune passant en A, sans être 
tangentes l'une à l'autre. (Cette droite ne répond pas à la 
question.) 
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Les calculs à effectuer présenteraient une assez grande 
complication, mais on peut les réduire considérablement par 
l'artifice suivant. 

Nous commencerons par traiter le cas particulier oîi Ton a 

^ BG GA AB 

c'est-à-dire le cas oh la cubique (1) se décompose en une droite 

X y z 

et en la conique inverse 

BGy^ -h CA^a; -h kBœy = o. 
Pour la commodité du calcul, dous mettrons l'équation de la 
droite sous la forme 

(6) aa? + py -h Yjz = o, 
en posant Aa = Bp = Cy = i . 

L'élimination de x entre cette équation et l'équation (1) 
donne la suivante : 

(7) aj/» -h by*z ■+■ c^yz* -f- d^z^ = o, 
dans laquelle 

a = p(aX H- pY), 
b = ayX -h 2pYY 4- (a* - p«)Z, 
Cl = - (apX H- (a« - Y») Y 4- 2pYZ), 
d^ = — Y (aX 4- yZ). 
Nous aurons l'équation de l'enveloppe en portant ces valeurs 
dans l'équation (5). 

Les calculs sont, dans ce cas, relativement simples, et on 
trouve l'équation : 

(F) o = 4a*(p" — Y*)'X* + (20a»pY«-+- I2a»p» -I- 4apY* + 4»?' — 8apV)X»Y 
H- (22a*Py + 48a»PY» -H 48a»p»Y + 2Py* + 2P*Y — 4PV) X«YZ 
+ (a« + a*p* + a»Y* — 2a*p» — 2 a*Y« -h 38a«p V + » ^ p^Y* 4- 1 2 p V) Y*Z» 
+ 

les termes suivants se déduisant des précédents par permu- 
tations tournantes. 

L'enveloppe est alors une courbe du quatrième ordre et de 
la troisième classe, ayant une tangente double : la droite 
donnée, et trois points de rebroussement dont les tangentes 
sont concourantes. 

En particulier, si a = p = y» iôs tangentes aux points de 
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rebrouBsement sont les bissectrices intérieures du triangle de 
référence. 

Nous venons de voir que l'équation de Tenveloppe, qui, dans 
le cas général, est du sixième degré, s'abaisse ici au qua- 
trième. C'est qu'alors Téquation (3) du sixième degré en y et ^ 
se décompose en deux autres : l'équation (7) et sa réciproque. 

Chacune de ces équations oe donne que la courbe (D, mais 
leur ensemble fournit de plus, en dehors de la droite (A), qui 
est étrangère à la question, la droite (6) elle-même, pour chaque 
point de laquelle l'équation (7) et sa réciproque ont deux 
racines communes correspondant aux points d'intersection de 
la droite (6) avec la conique inverse. 

Cette droite est, du reste, évidemment double. 

Il en résulte que si l'on multiplie le premier membre de 
l'équation (r) par (aa? + Py -h y^)S on trouvera ce que devient 
l'équation générale de Tenveloppe dans l'hypothèse ou 

^ BG CA AB 
ABC 

D'un autre côté, il est facile de voir que les coefficients de 
cetle équation générale sont des polynômes entiers du qua- 
triëne degré, homogènes, en A, B, C, D: ils ne peuvent 
contenir aucun terme fractionnaire dont le dénominateur ne 
diviserait pas (B* — C')', et comme rien ne distingue 
(B* - C*)* de (C* - A»)» ou de (A« - B*)«, tous les termes 
doivent être entiers. 

Enfin, il est visible que deux polynômes entiers du qua- 
trième degré, homogènes, en A, B, G, D ne peuvent prendre 
la même valeur lorsqu'on y fait : 

^ BC CA AB 

que s'ils sont identiques ou s'ils diffèrent seulement de 

(2ABCD - B«C» - C'A» - A*B«), 
multiplié par un coefficient arithmétique. 

De ces remarques, il résulte qu'on obtiendra les coefficients 
de l'équation générale de l'enveloppe, en multipliant les 
termes voulus du premier membre de l'équation (r) par ceux de 

(oa? 4- py -4- ^z)\ 
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remplaçant dans le résultat a, p, y par —> :^^ 7^» puis faisant 

A. D \J 

disparaître les termes fractionnaires par l'introduction de la 
quantité 2D. 

Il n'y aura plus ensuite qu'à vérifier si le coefficient de 
ABCD ou de la quantité (B*G« -h G*A« + A«B*) a la même 
valeur dans des termes convenablement choisis du produit du 
polynôme obtenu, par (A), et dans les termes correspondants 
du polvnôme du huitième degré fourni par l'équation (5). 

S'il n'y a pas concordance, on fera la modification néces- 
saire d'après la règle indiquée précédemment. 

On trouvera ainsi l'équation demandée : 
0= (B« - G»)» X« + (ioB»GD + 6G«D - 2AB» — hABG») X*Y 

+ ( 1 2C«D» + B>D* — 2 ABGD — 1 1 A«G* + i4B»G« + 3G* — B*) X*Y», 
+ (22BGD> -f 2AB«D + 2AG»D — 26A>BG + i6B«G + i6BC») X^YZ 
-rfSGD»— 2ABD«+i2G»D-8A«GD-8B>GD+26ABG«-}-2A'B+2AB3)X«Y» 
/4BD' + i4AGD> + 48BG«D — 4B»D — 4A"BD \ ^3„,„ 

■^ V + 38AB«G -f i4AG> - i4A^G)/ 

/4D* - 2(A«+B«+ G») D>+ 108ABGD - 2(A* + B* + G*) W^y^yi 
■^ \ + 2o(B»G« + G«A« + A^B*)/"^ 

+ : 

r.ife courbe, en raison de sa classe et de son ordre, a neuf 

poii.ls de rebroussement, dont les tangentes concourent, trois 

par trois, en trois points : ces points de rebroussement sont 

sur les courbes 

6* = 3ac. 

c« = 3M, 

ces deux équations exprimant que l'équation en w a ses trois 

r'^ciu'^s ('gales. 

QUESTION 309 

Solution par M. W. J. Grebnstreet, M. A. 



Un quadrihtère articulé ABGD a son sommet A qui est fixe; 
les côtés AB, AD tournent autour de A d'angles égaux en 
sens inverses. On demande le lieu du point G. (Mannheim.) 

Prenons les bissectrices de A (26) comme axes. 
Alors les coordonnées de B sont : 



os 
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et 



d'oii 



a sin 0, a cos 9, 
celle» de D : — </ sin 6, cf cos 6. 

Soient^, y) les coordonnées de C ; 
on a BC* = 6* = (a; — a sin 6)« -h (y — a cos 6;*, 
«* -fr- y* - 2a (a; sin 9 + y cos e) + a* — 6* = o, 
/p» 4- yi 4- 2rf (x sin 6 — y cos 0) -f- d* — c« = o; 

C'est réquation de la courbe demandée. 
Remarques (♦). — Le milieu M de la diagonale BD décrit 

une ellipse pendant la déformation du 
quadrilatère. Cette courbe a pour nor- 
male la droite ABD. Cela est d'ailleurs 
bien connu. 

Il en résulte que si le quadrilatère 
est un parallélogramme, le sommet G 
décrit une ellipse et que, si le quadri- 
latère est symétrique par rapport à BD, 
le sommet C décrit une podaire de déve- 
loppée d'ellipse. 
Dans le cas général, la tangente en G 
à la courbe décrite par ce point est P harmonique conjuguée de CA 
par rapport à CD et à GB. 




QUESTION 330 

Solntion par M. G. Grolleau, répétiteur général au lycée de Marseille. 



Trouver V enveloppe de la droite 

3 (y - tx)(3t» - i) 4- t» = o 
Dans laquelle t désigne un paramètre variable. Construire cette 
courbe. Quelles sont les régions du plan par lesquelles paissent trois 
droites réelles de ce système en chaque point ? (E. Humbert.) 

Ou obtiendrait l'équation de l'enveloppe en éliminant l entre 
les équations 



(*) Ges remarques nous ont été communiquées par M. Mannheim. 
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f{t) = 3(y - tx) (3«a - î) + ^» = o 
f{t) = X -h byt — (gx — i) ^" = o. 
Mais au liea de faire cette élimination, il est préférable de 

résoudre les équations précédentes par rapport à x eiy. On 

trouve ainsi 



X = 



3r» (t^ ^ I ) 



— 2^» 



y= ïï 



3(3i» - 0» ^ 3(3i« - I)* 

Ces équations expriment les coordonnées d'un point de la 
courbe enveloppe en fonction rationnelle d'un paramètre. 
Cette courbe est unicursale et du quatrième degré. 

Elle est symétrique par rapport à Taxe des x, car si Ton 
change t en — f, a? ne change pas et y change de signe. 

Il nous suffira donc de faire varier t de — oo à o ; nous 
obtiendrons une moitié de la courbe, et nous en déduirons 
Tautre partie par symétrie. 

Pour étudier les variations de x et dey, prenons leurs déri- 
vées par rapport à t, 

dx _ 2t(i ■+■ t*) dy _ 2t*{i + /*) 



(3t* - \y 



dt 



(3/« - 0» 



d'où 



dx 



Nous pouvons donc établir le tableau de variation suivant ; 



/ 


-00, 


- ï, 


"7î' 


o 


dx 
dt 





— 




H- 


dy 
dt 


+ 


+ 




— 


X 


H — > décroît, 
9 


o, décroît, 


-00, 


croît, o 


y 


0, croît, 


I 
H- - ♦ croît, 




+ 0C, 


décroît, o 


dy 
dx 


00, décroît, 


— i, décroît, 


~w 


décroît, 



1 
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De cette discussioiiy on déduit la forme de la courbe; 

la tangente en chaque point est donnée par la valeur de -^ • 

dx 

La courbe coupe Taxe des x au point dont l'abscisse est h — ^ 

9 
et la tangente en ce point est verticale. La courbe est tangente 

à Torigine à Qx et elle a, en ce point, un rebroussement de 

première espèce. Elle coupe l'axe des y aux points d'ordonnées 

d= ^ et les coefficients angulaires des tangentes en ces points 

soot =p I. Cherchons maintenant si les branches infinies ont 

des asymptotes. Pour i = — -=, a; et y sont infinis, mais, 

2/ 2f ^ 



X l[i^ - !)• 

I y I 

pour / = —-=, ~ 



v/3' « _v/3' 

^ , X 2/3"/» -h ?/*(/» - i) 
De plus, y ;= = -= ; 

v/3 3v/3(3f» - i)« 

I 
pour t = -r=, a = — 00 ; 

v/3 
on a donc deux branches paraboliques dans la direction 

~ = — =r et on verrait de même qu'on a deux branches parabo- 

^ v/3 

y I 

liques dans la direction — = ;=, Ces directions font un 

angle de 80^ avec Ox. 

Voyons maintenant si la courbe a des points d'inflexion. 
En résolvant l'équation 

dx d^y dy d'^x ^ 
dt'U " WIF "" ^' 
qui, ici, se réduit à t^ij} + i)* = o, 
on reconnait que la courbe n'a pas de points d'inflexion. 

Les points de rebroussement correspondant aux valeurs de 
t racines de l'équation 

i{l -h t") = G. 
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Pour t = o, on a le point de rebrouBsement déjà trouvé, 
et, aux valeurs de ( racines de l'équation f* + i =ocorre8- 
pondenl deux points de rebroussement imaginaires. 

En appliquant les formules de Plilcker, on voit que la 
courbe est de troisième classe et qu'elle a 
une tangente double, qui est évidemnient la 
droite de l'infini, puisque la courbe a des 
brancbes paraboliques. 

La courbe enveloppe étant construite, il 
nous reste à distinguer la nature des tan 
gentes à cette courbe issues d'un point P, 
suivant la région dans laquelle se trouve 
ce point. ""' 

Le nombre des tangentes réelles sera celui des racines 
réelles de l'équation f{t) = o. 

Il est évident que la courbe séparera les régions à distin- 
guer dans le plan. En effet, soit P un point voisin de la 
courbe. Par ce point, 
menons les tangentes PQ, 
PR. Lorsque P se rap- 
proche de la courbe, les 
tangentes tendent à se 
confondre et elles se 
confondent au moment 
oii P Tient sur la courbe. 
Si le point P traverse la 
courbe, les tangentes de- 
viennent imaginaires. 
Deux des racines de 
l'équation qui étaient 
d'abord réelles se sont 
confondues , puis sont 
devenues imaginaires. Il 



Fig. i 



est évident que ce raisonnement serait faux si la courbe avait 
des points d'inflexion etce n'est pas le cas. 

Plaçons donc le point P sur l'axe des y, l'équation 
/■(() = o devient 

[• + 9!/ï' - 8y = o. 



66 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Si y > j'i cette équation a trois racines réelles séparées par 

la suite, — oo , — i , o, + oo . Donc par tous les points du 
plan situés à droite de la courbe GBAB'C on peut mener 
trois tangentes réelles à la courbe; deux à la courbe GÂ.AB'C' 
et une à la courbe DOD'. 

Plaçons P entre et B au point d'ordonnée 4— » Téqua- 

tiou f(t) = o devient ^« h- ^» — - = o. 

3 

Cetle équation a une racine réelle et deux imaginaires. 
DonC; par tous les points du plan compris entre les deux 
courbes CBAB'C et DOD' on ne peut mener qu'une tangente 
à la courbe. 

Enfin, plaçons P au point d'abscisse — i et d'ordonnée 
-h e (e très pelit), l'équation f(t) devient 

10/' -H ge/' — 3/ — Se = o. 

On reconnaît facilement que cette équation a ses trois 
racines réelles; par suite, par tous les points à gauche de 
DOD' on peut mener trois tangentes réelles. 

En résumé, par tous les points de la portion du plan cou- 
verte de hachures, on ne peut mener qu'une tangente réelle 
et par tous les autres points du plan, trois tangentes réelles. 

QUESTION 411 

5llolution par M. Louis-Joseph Goujon, pensionnat Sainte-Marie, 

a Saint-Etienne. 



On sait que la podaire (ïum parabole relative à un point P 
de Vaxe est une cubique circulaire unicursale à axe de symétîie. 
Cetle cubique est caractérisée par l'angle des tangentes au point 
double. En appelant a le demi-angle des tangentes au point double, 
d la distance du point P au sommet de la parabole, et p (*) le 
demi-paramètre de cette dernière, dénontrer la formule 

P 
2d (Cazamian). 



(*) Ënoncc rectifié; une erreur typographique avait inversé le rapport 
indiqué. 
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Les tangentes au point double P seront évidemment les 
deux tangentes issues de P à la parabole. Soit 

P 
(1) y = mx -\- -^9 

réquation de la tangente à la parabole y* — 2px = o. Cette 
tangente coupe OX au point P d'abscisse 

on a donc : d = -^ 

2m* 

Or, on a précisément d'après (1) 

tg = m, 

finalement tff* a = ~ • 

^ 2d 



QUESTION 413 

Solution par M"»« V* F. Prime. 



Dans toute cardioide^ la distance du point de rebroussement au 
sommet est égale à huit fois sa distance à la tangente double. Les 
droites joignant le point de rebroussement aux points de contact de 
la tangente double font entre elles uu angle de ^20^, — Le lieu des 
milieux des cordes vues du point de rebroussement sous un angle 
droit est un cercle. (Gazamian.) 

!• Soient S le sommet de la cardioïde, B le point du pro- 
longement de la corde AS du cercle directeur 0, G la projec- 
tion de B sur SO et le diamètre du cercle directeur. On a ; 
SG = (û? - SA) cos ÀSO = é/(i - cos ASO) cosASO. 
Le maximum de SG a donc lieu pour 

I — cos ASO = cos ASO 

c'est-à-dire pour cos ASO = - 

^ d 2d 
et la distance de S à la tangente double est égale a - = — • 

4 o 

2° cos ASO = - donne ASO = ÇoS d'oî... 

z 
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3^ Soit A' le point de diamétralement opposé à A; si 
B' esl un des points de la cardioïde situé sur SA', il s'agit 
de trouver le lieu de M milieu de BB'. Menons BB'^ équi- 




poUent à A'B', M est alors le milieu de A'B'' et on a : 

hBF' dv/2 



OM = 



AB' 



v/âb^ 



2 2 2 

Le lieu de M est donc la circonférence de centre et de 
rayon • 

Holation analytique (*)• 

1* L'équation de la cardioïde est : 

(I) 
û = 2a cos* — • 

Les tangentes verticales sont fournies par les valeurs de a> 

satisfaisant à 

p 

-7 = COt (0, 

P 
ce qui donne pour a> les valeurs 

<o = i: 120®. 



(*) Cette solution est de M. Louis-Joseph Goujon, pensionnat Sainte-Marie, 
à Saint-Ëtienne. 
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La tangente double coupe donc Taxe polaire en un point tel 
que P = Pi cos 6oS 

Pi étant le p correspondant à l'un des points «d = ± 1 20^ 

On trouve ainsi 

I I a 

p = 2a- X - = -> 
424 

ce qui met en évidence la première propriété signalée. 

2® Les valeurs de a» = ±: 1 20^ montrent que les deux rayons 

vecteurs de la tangente double font entre eux un angle de 

120^ 

En coordonnées cartésiennes, Téquation de la cardioïde 

s'écrit : 

(05* 4- y* — aa?)« = a\x* 4- y*). 

X 

En coupant cette courbe par les droites : y = mx^ y= ? 

on obtient pour coordonnées des points d'intersection, autres 

que l'origine, 

a ±:a\/i -*- m* am ± am i/i + m* 

am^ ± am\/ 1 -h m* am± ai/i + m* 
* I + m» ^* I + m* 
Les coordonnées d'un des points milieux d'une corde, vue 
de Torigine sous un angle droit, seront, en groupant convena- 
blement ^ly ^s» ^1) Vi : 

a a(m •+- i) i/i -h m* 
X =s ■ ^- • 

2 2(1 -h m") 

__ a{m — i)v/i 4- m* 
^ ■" 2(1 -f- m») 

L'élimination de m donne pour équation cartésienne du lieu 

2 



(--f) 



-f. 2/» = a* 



cercle facile à construire. 
N. B. — Solutions diverses par MM. Barisibn et Droz-Farnt. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



477. — En un point A variable sur une parabole, on peut 
abaisser sur la courbe deux normales dont les pieds sont B 
et G. Le lieu du centre de gravité du triangle formé par les 
centres de courbure des points A, B, G, est une parabole. 

(E.'N. Barimn.) 

478. — Si Ton convient d'appeler sy-tangente en un point M 
d'une ellipse la droite passant par M et qui est également 
inclinée sur les axes que la tangente en M, et sy-normale au 
même point M la droite passant par M et ayant même 
inclinaison sur les axes que la normale en M; montrer que : 

1^ Les sy 'tangentes aux extrémités de deux diamètres con- 
jugués se rencontrent sur une sextique dont Taire est équiva- 
lente à celle de l'ellipse ; 

2® Les sy-normales aux extrémités de deux diamètres con- 
jugués se rencontrent sur une sextique dont Taire est équiva- 

2 

lente à Taire de Tellipse augmentée des - de Taire de sa déve- 

loppée, (E.'N. Barisien.) 

479. — Gauchy a donné (*) la formule suivante : 

Soient 

<f{x) = {x — a^){x — ai) ... (a? — On), 

^{x) = {x — a„4.i) {x — a„+2) ... (^ — Om+i), 

Aq A^ An , , V 

^ y _^ Al. . . . -^ i(^ y(^) 

N N N 

— 9 fT* • • • désignant les valeurs que prend — quand on 

y permute a©» «i • • • ^m^-ny 

Ni + N, . . . 4- N,, 

D, -H D, . . . -f- D;* 



(*) Voyez notre Cours d'Analyse, 1. 1, p. 108. 
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est une fonction rationnelle de x qui pour x = Oq, a^. . . a^^ 
prend les valeurs A^, A^ ... A«+n; son numérateur est de 
degré m, son dénominateur de degré n. 

Gela posé, les a étant arbitraires, si Ton prend A,- = , * > 

f{x)Qig{x) étant des polynômes entiers en x de degrés m + i 

et n -h I, 

^D, + D, ...)-(7(N, + N, ...) = o, 

sera la résultante des équations f{x) = o, g(x) = o. 

(H. Laurent.) 

480. —On donne un triëdre trirectangle et un point : mener 
de ce point une droite qui soit partagée par les faces du 
triëdre en segments proportionnels à des segments donnés ? 

(Mannheim.) 

481. — On considère deux coniques bitangentes admettant 
pour centres deux points donnés, et vues toutes deux d'un 
point donné sous un angle droit. Lieu du pôle de la corde de 
contact? (E. Duporcq.) 

(Ce lieu se compose de deux points fixes : les points de Pon- 
celet du faisceau de cercles déterminé par les deux cercles 
orthoptiques fixes.) 

482. — Par deux sommets opposés d'un quadrilatère cir- 
conscrit à une conique, on peut faire passer une conique 
osculatrice à la première en un point donné. Le pôle par rap- 
port à cette conique de la diagonale joignant les deux som- 
mets choisis est indépendant du choix de ces sommets. 

(E. Duporcq.) 

483. — A sept points arbitaires pris sur une biquartique 
gauche, il en correspond un huitième, tel que ces huit points 
ne déterminent pas la biquartique. Si Jes quatre groupes de 
huit points d'une biquartique : 

ci\ a^ d^ ai ag a^ a^ a^ , 

*i b% K ^4 *6 ^6 *7 *8 > 

a^ a, a, a^ c^ c^ o, c^ , 

«i «6 «7 ^8 ^4 ^6 ^7 ^8 > 

jouissent de cette propriété, il en est de même du groupe : 

Cl c, c, c^ c, Ce c, Cg. (E. Duporcq.) 



7^ JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

484. — Les côtés d'un quadrilatère abcd sont de grandeurs 
invariables. Appelons m le point de rencontre de ab et de 
cd et considérons le lieu décrit par ce point lorsque les 
côtés ab^ cd pivotent autour des sommets a et d^ supposés 
fixes. Démontrer que la tangente en m à ce lieu est la droite 
symétrique, par rapport à la bissectrice de Tangle amâ, de la 
droite qui joint le point m au point de rencontre de bc et 
de (id. (Mannheim.) 

485. — On prend par rapport à une circonférence de cercle 
la polaire réciproque d'une courbe : que résulte-t-il pour cette 
polaire lorsque la courbe donnée passe par les points circu- 
laires à l'infini ? (Mannheim . ) 

486. — Par chaque point d'une courbe on mène une droite 
faisant avec une direction fixe le même angle que la tangente 
en ce point. 

Construire le point où elle touche son enveloppe. 

(E. Duporcq.) 

487. — On considère les hyperboles équilatères qui passent 
par un point fixe et sont bitangentes à une conique fixe : 
enveloppe de la corde de contact. (E, Duporcq.) 

488. — En chaque point m d'une courbe fermée con- 
vexe, on mène la normale, qui rencontre la courbe en un 
second point n. Sur mn comme hypoténuse, on construit 
un triangle mpn semblable à un triangle rectangle donné. 
La courbe (p) a même aire que la courbe (m). 

(E. Duporcq.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHâMPS. 
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SUR LE FOLIUM DOUBLE 

Par M. Elgé. 



1. — Dans les Nouvelles Annales (1857, p. 449), on trouve la 
solution (*) d'un exercice proposé (toc. cit., p. 390) par 
M. Montucci; cet exercice avait pour but.la construction de 
la quartique correspondant à Téquation 

(1) y = s/ax + ^ax — œ*. 

Il est facile de reconnaître, dans la courbe en question, celle 
qui a été, depuis, étudiée sous le nom de Folium double (**). 

De l'équation (1), on déduit, en effet 

(y« + x^)* = 4axy^ ; 
c'est l'équation qu'on obtient en construisant cette courbe, 
point par point, par le procédé indiqué par M. de Longchamps 
(voyez/. 5., 1891, p. 109, et Géométrie de la règle et de Téquerre, 
p. 122). 

De l'équation (l), on peut tirer quelques conséquences 
intéressantes que nous indiquerons rapidement en émettant 
le vœu qu'il soit fait, en rassemblant les propriétés déjà 
signalées, et celles qui restent à découvrir, une étude plus 
approfondie de cette courbe. 

2. — On observera d'abord que le folium double peut se œn- 
struire, point par point, en considérant cette courbe comme 
transformée d'un cercle et d'une parabole. 

Posons, en effet, 

(2) Vi = \/ax^ 

(3) î/j = \/ax - x\ 
on a 

(i) y = yi + y». 

(*) Dans la solution signalée, il s^est gUi^sé une faute assez grave. Dans 
la figure qui accompagne cette solution, les deux branches de courbe 
qui passent à l'origine ne sont pas tangentes, comme Ta cru l'auteur de 
cette solution, Tune et l'autre, à Taxe Oy, L'une louche Oy\ Tautre, Ox. 
Le point d'inflexion signalé sur cette seconde branche (p. 433, 1. 3) 
n'existe pas. 

(**) On trouvera (/. S., 1891, p. 180) une note bibliographique sur cette 
courbe remarquable. 
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Nous rencontrons là, d'une façon assez inattendue, une 
application nouvelle d'une transformation signalée par M. de 
Longchamps, dans la Note qu'il a publiée dans ce Journal 
(1885, p. 158). 

L'équation (2) représente une parabole P ; (3), une circon- 
rence A; en traçant une semi-droite perpendiculaire à Ox 
rencontrant : A, en A; P en A' et en prenant A" isoto- 
mique de H, sur AA'; A'' est un point de la courbe. 

3. — On peut aussi déduire, du tracé précédent, une con- 
struction TANGENTE PAR TAN- 
GENTE du folium double. 

En appliquant la remarque 
générale indiq uée f/oc. ct^J, on 
voit que la tangente en A' va 
passer par le point T' obtenu 
par la construction suivante : 
on mène la tangente en A, à A ; 
elle coupe Ox en T; te perpen- 
diculaire élevée, en T, à Ox, 
rencontre la tangente en A', à la 
parabole P', en un point T; le 
point T appartient à la tangente 
au folium double, au point A^. 
Incidemment , et comme conséquence de cette construction, 

on voit que si l'on prend les 
deux points A'', a'^ qui, sur 
le folium double, sont situés 
sur la même ordonnée, du 
même côté de Taxe, les tan- 
gentes en ces deux points pas- 
sent, l'une et l'autre, par le 
point T', déterminé comme 
on vient de le voir. 




— X 




il résulte que 



4. Aire de la courbe. — 

De la construction indiquée, 
AV = Aa. 
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Si nous prenons une ordonnée infiniment voisine, nous 

ayons, de même, 

WT = Bb. 

Les deux trapèzes curvilignes k'^B^a^b", ABad, infiniment 
petits, ont donc la môme va^urprinctpa/e. Il s'ensuit que Taire 
du folium situé au-dessus de l'axe Ox est équivalente à celle 
du cercle générateur A. 

L'aire totale est donc — • 

2 

5. — Plusieurs autres conséquences découlent de l'équation 
de Montucci ; mais nous bornons là les remarques que nous en 
voulions tirer. Notre but était simplement de rappeler l'atten- 
tion sur cette courbe et, comme nous l'avons dit plus haut, de 
provoquer ainsi, nous l'espérons du moins, le travail appro- 
fondi qu'elle nous parait mériter. 

L'emploi des courbes auxiliaires, procédé classique pour la 
construction d'un grand nombre de courbes, n'est pas seule- 
ment utilisable pour le tracé d'une courbe donnée; il peut 
jouer aussi un rôle important dans la recherche de ses pro- 
priétés. On vient d'en voir un exemple assez remarquable. Il 
est facile de multiplier les cas où l'application en question 
produit les plus heureuses conséquences. On pourra, notam- 
ment, vérifier l'utilité que nous signalons ici et qui est 
d'ailleurs bien connue, même des élèves, en étudiant par 
ce procédé les courbes qui correspondent aux équations : 

y = \/ax + \/x'^ — ax, 

y = \/(zx + v/«* — X*, 

y = \/ax 4- \/x* — a* ; 

pour ne citer que celles dont l'équation se rapproche immé- 
diatement de la forme donnée par Montucci à l'équation du 
folium double. 
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DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR lA DÉFINITION 
ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbry. 

{Suite, voir t. IV, 1895, page 265.) 



Note L — Sur la trisectioti de Vangle. 

21. — La quadratrice et la spirale d'Archimëde paraissent 
avoir été imaginées par Dinostrate et Gonon pour effectuer la 
trisection et ea général la multisection des angles. Mais c'est 
le fameux lemme d'Ârchimëde {*) qui a ramené le problème 
à son principe le plus simple, tout en indiquant une voie 
conduisant à plusieurs solutions pratiques. 

On pouvait déjà résoudre la question en inscrivant à Taide 
d'une règle une longueur égale au rayon entre la circonfé- 
rence et le diamètre; mais ce tâtonnement — bien que très 
pratique — était un procédé trop grossier au point de vue 
géométrique pour qu'on pût le proposer aux géomètres, à une 
époque où Télégance des méthodes et la simplicité des 
moyens étaient prisées à un si haut degré. 

Nicomède avait imaginé la conchoïde (**) et instrument 
propre à son tracé pour pouvoir inscrire dans un angle donné 
une droite de longueur donnée passant par un point donné. 
Apollonius, — qui avait en vue la duplication du cube, — effec- 

(*) La corde AB (fig. 46) (*) étant prolongée d'une longueur CB égale au 
rayon, le diamètre mené par G détermine les deux arcs AE, BE, dont le 
premier est triple de Vautre. 

{**) On trouvera des développements sur ce sujet dans la brochure inti- 
tulée Leçons sur certaines questions de Géométrie élémentaire, de F. Klein, 
professeur à Tuniversité de Gœttingue, traduite par M. Griess, professeur 
au lycée d* Alger (librairie Nony, 1896). C'est le livre le plus intéressant 
que j'aie lu depuis longtemps. On y trouvera, développées : la construc- 
tion des polygones réguliers de 17 côtés, le problème de Délos (duplication 
de cube), la trisection de Tangle, la transcendance des nombres < et tc 
et la quadrature du cercle au moyen de l'intégrapbe de Goradi. G, L, 

(*) La figure iS a été supprimée* 
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tuait cette construction au moyen d'une hyperbole. Nicomède, 
en possession de son procédé, vit bientAt qu'il donnait ta 
solution de la trisection de l'angle puisqu'il n'y a qu'à décrire 
une conchoïde du point A comme pôle avec BE comme 
paramètre et CE comme directrice : la conchoïde coupait la 
circonférence au point cherché B. 
Mais ne voulant pas probablement 
paraître s'être inspiré du lemme 
d'Archimède, il donna cette cons- 
truction : soit l'angle ÂDE, on 
élève en D la perpendiculaire DG, 
et du point A on mène une trans- ^'S- **■ 

versale AGG telle que GC = 2AD : l'angle G est le tiers 
cherché. 

On voit encore la même inspiration : i" dans cette solution 
rapportée par Pappus et qui pourrait être d'Apollonius : mener 
à DE la parallèle AE et la perpendiculaire AH et mener 
par le joint K une hyperbole équilatère ayant HA,HF 
comme asymptotes ; du point K avec un rayon égal à EF on 
décrit un arc de cercle qui coupe cette hyperbole en L : la 
droite KL est parallèle au cdté cherché AC. 

2° Dana la solution de Campanus, qui prescrit d'inscrire 
entre la circonférence et le diamètre DG la droite BG égale 
au rayon et passant par A, ce qui peut se faire soit par tâton- 
nement, soit en promenant le point G sur le diamètre DG, 
et alors le point B décrit une conchoïde coupant la circonfé- 
rence au point cherché ; soit en promenant le point B sur la 
circonférence, et alors le point G décrit 

un limaçon trisecteur L(i,-1. identi- 
que comme on sait à la rosace R [ i>~) 

et ayant son point double en A. 
F\g. 47. 30 Daug l'instrument imaginé par Céva 

et consistant en un losange articulé ABGD (fig. 47), dont deux 
côtés adjacents sont prolongés, et le sommet opposé articulé 
avec deux tiges CF,GE, égales chacune aux quatre premières 
et glissant sur ces mêmes prolongements. L'angle FCB est 
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visiblement le triple de l'angle FAE. On remarquera que la 
droite AE restant fixe, le point F décrit un limaçon tri- 
secteur ayant Â pour point double, et que l'instrument peut 
être remplacé par celui qui est désigné suffisamment par la 
figure 48, Dans ce cas, le point F décrit une conchoïde de 
rosace à quatre branches, p = i + 2 sin 20), présentant 

elle-même quatre feuilles distinctes, mais 
n'ayant que deux axes de symétrie. 

4** Dans la solution de Mac-Laurin au 
moyen de sa trisectrice : elle est en effet 
le lieu du point F tel que A et G res- 
tant fixes, la transversale ADF donne GF = CD = DA. 

5^ Dans la construction d'Azémar, qui propose de décrire 
autour de la circonférence et du point A comme ^6le(fig.46) 
une conchoïde qui coupera le diamètre EF au point cher- 
ché G. La courbe ainsi définie est encore un limaçon trisec- 
teur (*). 

22. — On peut trouver une infinité de courbes résolvant le 
problème de la trisection de l'angle. ^ ^^ 

Par exemple : 1® faisons tourner une ^ y^ ^\ 
circonférence autour d'un de ses points / \ 

(fig. 49) et sur l'arc AK intercepté par ; 
la droite fixe OX, prenons les points M, \ y 

N au tiers et aux deux tiers de ce même ^--^ *'' 

arc. Les lieux de ces points sont ^*9- ^9, 

évidemment des trisectrices : ce sont les rosaces p = 2 sin ^ 

2 

t p = 2 sin 20)» 

2* Dans une Théorie des centres de gravité^ par Gaubert 
Paris, 1842), on trouve proposée pour cet objet la courbe 

psin — = I. D'après l'auteur, pour tiercer un angle AOB 

(*) La partie utile de la conchoïde et du limaçon trisecteur se tracent 
bien plus facilement et Taide de Tinstrument dont le schéma est donné 
(fig. 1S). La droite AX passe par un point fixe : si la demi-circonférence 
glisse sur une droite, le point A décrira une conchoïde intérieure ; si elle 
glisse sur une circonférence d*un rayon convenablement déterminé, le 
Ueu de A sera un limaçon. 
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(fig. 30), on mènera parallèlement au côté AO une droite 
distante d'une longueur égale au paramètre de la courbe, qu'il 
appelle la trisectrice; il place alors la trisectrice, Taxe en OB, 
l'intersection M de ces deux lignes appar- 
tient au côté de Tangle cherché. 

Il ne donne d'ailleurs pour tracer sa 
trisectrice que le moyen suivant : du 
point 0, on décrira une série de circon- 
férences concentriques, et à partir du 
diamètre commun OX, on inscrira des 




a 



Fig. 50. 

cordes égales, ce qui donnera des points aussi rapprochés 

qu'on voudra. 

Le moyen que nous avons employé (flg. H) serait d'un usage 

bien plus commode pour le tracé de la courbe; outre que 

celui-ci se ferait d'un mouvement continu et dispenserait 

d'avoir une trisectrice toute construite une fois pour toutes. 

D'ailleurs, il n'est pas besoin de tracer 
la courbe ; on se contentera de prome- 
ner le T de manière que le point L 
(fig, SI) glisse sur OB ; quand le point M 
sera sur MN, ce sera la position cher- 
chée. On peut aussi se servir de papier 
calque sur lequel on aura préalablement 

indiqué les points M, L et la droite OE. 
On peut encore prendre OA' = Oa' : la perpendiculaire 

A'M' coupe la courbe au point M' appartenant à la droite 

cherchée. 
3^ Par les points fixes 0, A (fi^g. 52), faisons passer un arc 

circulaire que nous partagerons en trois 

parties égales, en M et N. Le lieu de M 

a pour équation 

p(l -4- 2 cos <o) = I 

3x^ — y* — 40? + I = ; 




ou 




Fig. 5i. 



c'est une hyperbole dont les asymptotes 
font entre-elles un angle de 60**. Elle passe par A et a un foyer 
en 0. On a ainsi la solution d'ÂpoUonias, qui consiste à 
couper l'arc donné OA par l'hyperbole ainsi définie. Il est 
facile de voir directement d'ailleurs que cette courbe est le 
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lieu des sommets des triangles ayant même base et un des 
angles à la base double de Tautre. L'équation peut encore 



s'écrire 



3 



(ù 



0) 




p sm — = sin — • 

^2 2 

Le lieu du point N a pour équation 

p sin 3(0 = sin 2(0 ou 3aj* — j/* — 20? = o ; 
c'est évidemment la même courbe que tout à l'heure, mais 

symétrique, et la solution est la même. 

L'hyperbole d'Apollonius peut se cons- 
truire par points de la manière suivante: 
^ ^ de chaque côté du diamètre AB (fig.53) on 
Fig. 53. prend les arcs égaux AL, BK, elle est le 

lieu de l'intersection M des droites AK, OL. 

4® Soit à trisecter l'arc AB (fig. S4). Prenons à partir de 
ses extrémités les arcs AK, LB, le 
second double de l'autre; le lieu M 
de l'intersection des droites OK, BL 
est une hyperbole équilalère, qui 
coupera évidemment Tare AB au 
point cherché X. 

Celte élégante solution, due à 
Viviani, est peut-être la moins com- 
mode de toutes celles de ce para- 
graphe, car elle nécessite chaque 
fois le tracé de la courbe trisectrice. 

5® Parmi les nombreuses solutions du problème au moyen 
de sections coniques nous mentionnerons celle-ci, dont le 
principe est dû au géomètre arabe Albirouni. 

Soit à trisecter l'arc AB, on construira 
une hyperbole équilatère ayant son centre 
G' au milieu du rayon prolongement de 
OB et tangente en au rayon OA ; 
cette hyperbole coupera l'arc au point 
cherché X. 

Pratiquement, la même courbe maté- 
rialisée pourra servir dans tous les cas ; 




Fig, 54. 



1* ^ ^^ 


J' 
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B 


-'^l b 





Fig, 55, 



on l'amènera à être tangente en au côté OA de l'angle AOB 



JOURNAL DI VATHÉMÀTIQUBS SPÉCIALES 81 

à trisecter: la circonférence de rayon égal à deux fois OC' 
déterminera le point X. 

6® Sur la circonférence (fig, 55), prenons successivement 
les arcs égaux kh, AB, BH, HK, KL : l'intersection de AL et 

de OK donne la courbe p cos — = cos -r- > 

5 3 



le pôle étant 




Fig, 56, 



en A. 

La figure S6 représente cette courbe ; c'est une ductévoluée 
de la strophoïde de pcosco =cos2(o. 
Si MAB est l'angle donné, la per- 
pendiculaire MK menée par Tinter- 
section M détermine le point E tel 

que l'angle KOM = ^ MAB. 

3 

L'intersection de AL et de HB 

donne la courbe p cos ^^ = cos — » 

^ â 3 

ductévoluée de l'hyperbole p cos 2a) 
= cos 0) et inverse de la précédente par rapport à A. Cette 
courbe est représentée (fig. 37), Elle donne une solution du 

problème analogue à la précédente 
et que la figure indique suffisam- 
ment. 

L'intersection de AH et de BL 
donne la courbe p cos 2cd = cos 3a> : 
c'est la môme que la précédente, 
mais ayant son point triple comme 
pôle. 

L'intersection de OH et de BL, 
le pôle étant en 0, donne la courbe 

O) 3 (O 

p cos - = cos — f limaçon trisec- 

teur ayant le point B comme point double. Cette courbe, de 
même que la suivante, est une ductévoluée de la courbe p cos o) 
= cos 3(1), autre trisectrice qu'on peut définir ainsi: lieu de 
l'extrémité M (fig. S8) d'une droite de longueur constante MP 
glissant dans l'angle MOP dont le sommet et le côté OP 
sont fixes, tandis que le côté OM est mobile de manière 
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Fig. 57. 
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que Tangle PO soit toujours triple de l'angle MOP. 

L'intersection de OE et de BL donne la courbe 

o> 3(i> 

.'^ p cos — = cos — f conchoïde de la ro- 

" ^ 4 4 

sace p = 2 cos — et représentée (fig. 13) 









* 






j p. 175 du /. S. de 1893. 

'' On trouvera aisément d'autres courbes 

définies par des moyens analogues ; par 
*^* * exemple Tinterseclion de OH et de 

la tangente en L, les projections de H sur OL et OK, les 
intersections de OH avec LU et LL", etc. On voit d'ailleurs 
que ces courbes peuvent être considérées comme le lieu de 
l'intersection de deux droites tournant uniformément autour 
de deux de leurs points, lesquels sont fixes. Ces courbes ont 
été appelées sectrices par M. Schoute (J. S., 1883, p. 179). 

7« Si les côtés OM, AM du triangle OMA (fig. 39) tournent 
autour des points fixes 0, A, de manière que l'angle OMP 
du premier avec la bauteur MP soit moitié de l'autre angle 
AMP, le lieu du point M aura pour équation p cos 3a> 
= cos 20) : c'est l'inverse de la courbe 
de la figure 56 par rapport au point B. 
On peut aussi définir cette courbe 
comme l'intersection des droites AH, . 
kB (fig. 55). <5 



^ 



^ 



8« Si les côtés OM, PM (fig. 38) tour- ^^9- ^9. 

nent autour des points fixes 0, P, de manière que l'angle 
MPX soit triple de l'angle MOP, le lieu de M sera p sin 2 o) 
= sin 3 0) en prenant comme pôle; c'est doue une inverse 
de l'hyperbole d'Apollonius. 

En prenant P comme pôle, l'équation est 2p cos - = i : 

le lieu est donc la trisectrice de Mac-Laurin. 
9® Si l'angle OMP est toujours moitié de l'angle (fig,58)y 

le lieu de M a pour équation p sin - = sin — , et c'est 

2 2 

encore une inverse de l'hyperbole d'Apollonius. 
En prenant le point P comme pôle, on trouve l'équation 
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CD 

p s= 2 C08 r-: cest donc le limaçon trisecleur et une inverse 

de la trisectrice de Mac-Laurin. 

10° Dans le losange déformable CA (fig. 60), menons la 
transversale OM, trisectrice de TaDgle 0. Si le côté 
OA reste fixe, les lieux de ,M et de m seront la trisec- 
trice de MaC'Laurin, p sin 2(o = sin 3a> et le limaçon 
trisecteur p sin co = sin 3(o ; en effet, en prenant A comme 

pôle, on trouve dans le premier cas Téquation 2p cos - = i 

3 

et en prenant le point G, Téquation p = 2 cos - • 

3 

11® En généralisant une méthode due à M. de Longchamps 
(A. F., 1893), on construira deux courbes c b jh 
p = (p((o), r = /"(a)) sur les deux côtés d'un / /..^^ 
angle mobile, comme aies polaires, et avec L-"-^/ ^ 
le sommet comme pôle commun; les deux ^ ^ 
fonctions ç et /"étant telles que <p((o)=/*(2a)): ^^0- ^0, 

l'intersection de ces deux courbes est toujours sur la droite 
trisectrice de l'angle. On peut ainsi imaginer une infinité de 
trisecteurs. 

Soit p = cos 0), on aura r = cos 20) : c'est la solution de 
M. de Longchamps, par une circonférence et une rosace à 
quatre branches. 

Soit p = cos -, on aura r = cos w, ce qui donne la solu- 

2 

tion par la circonférence et la rosace p = cos-. Ces deux 

solutions ont déjà été trouvées plus haut (1**). 
On trouve aussi la kreuzcnrve p sin 2a> = t et la droite 

p cos (0=1, solution très pratique; l'épi p sin - = i et la 

droite p sin (o = i, solution de Gaubert; le cappa p tgo) = i 
et la strophoïde (24, 2®); le cappa p tg o) =: i et le nœud 

p tg 2(0 = I ; la parabole p sin* - = i et la courbe p sin* (o 

= I ; la lemniscate p* = sin2(o et la courbe p* = sin a>; la 
spirale p = (i> et son homothétique p = 2(o; etc. 
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On s'est même donné la peine de chercher des courbes qui 
soient trisectrices et duplicatrices. Par exemple {An. de Gerg.^ 



o 

2ft) 



T. X), la courbe p3 cos -~- = i, courbe antipodaire d'une 

hyperbole équilatère relativement à son centre, est daus ce 
cas; en effet, le rayon vecteur est proportionnel au cube de la 
perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente, et Tangle 
du rayon vecteur est triple de celui que fait la tangente. 

12® Les courbes p = cos 3<«), p cos 3a) = i , p = tg 3<d, p = tg - 

et d'autres assez simples peuvent être utilisées pour la trisec- 
tion de l'angle, et quelques-unes l'ont même été en effet. La 
barycentrique du cercle pw = sin <o a même été proposée 
pour effectuer sa multisection, ainsi que son inverse, la qua- 
dratrice, la sinusoïde, la cycloïde, et d'autres encore. 

(A suivre.) 

EXERCICES 

Par M, Barisien. 

(Suitej voir page 34.) 



7.—Ondonneuneellipse{T&) etun cercle (C) concentrique à Vdlipse. 
Par un des sommets A du grand axe de (E) où mène une corde 
quiconque AM, et on décrit un cercle ÇL) de centre M. et de 
rayon MA. 

/° L'enveloppe de Vaoce radical des deux cercles (C) et (S) est 
une ellipse (E,). 

^ Le lieu du milieu de la corde commune à ces deux cercles est 
une quartique (Q). 

5" Le lieu des points de rencontre de l'ellipse (Ej) et de la quar-- 
tique (Q), lorsque le rayon du cercle (G) varie, se compose de deux 
droites. 

1* Soient (x^ y^) les coordonnées du point M, et 

(1) 0?» -f 1/» — R» = o 

Téquation du cercle (G) de rayon R. Celle du cercle (D) est 

(2) AD* 4- y* — 2aRri — 2yyj + lax^ — o* = o, 
Péquation de l'eUipse (E) étant 

6^* -H aV — a*6* = o. 
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En retranchant (1) et (2), on obtient Téquation de Taxe radical des 
cercles (G) et (S), c*est-à-dire 

(3) arca?! 4- ayr/^ — 2aa?, + a* — R* = o. 

Or, en fonction de Tangle d'anomalie excentrique du point M, on a 

Xi-=a cos 9 2^1 := 6 sin 9. 
Par conséquent, Téquation (3) devient 

(4) 2a(x — a) cos 9 + 26^ sin ç -h a* — R* = o. 
L'axe radical enveloppe donc Tellipse d'équation 

(5) 4a»(aî — o)« -4- 4b*y*= (a» — R»)« 

2* La ligne des centres des deux cercles (G) et (S), c'est-à-dire la 
droite OM, a pour équation 

(6) 2kc sin 9 — ay cos 9 = 0. 

G'est l'intersection de cette droite avec Taxe radical qui donne le milieu 
de la corde commune aux deux cercles. 
Il faut donc éliminer 9 entre (4) et (6). On déduit de (4) et (6) 
sin 9 cos 9 — (g* — R*) i 

ay "^ bx "" 2ablx(x — a) -h y*] ~ y/aV -+- ^* 
De telle sorte que l'équation du lieu est 

(7) 4a*b* [xix — o) + j/*]» = (R» — a»)» (oV 4- 6'x«). 

G'est une quartique; son équation devient, en coordonnées polaires, 

R* — a* , 

(8) r=za cos 6 dr r — ya* sin* 6 4- 6* cos* 6. 

200 

Les deux équations 

(9) r = a cos ô 
et 

(10) r* = ^^* T.f '* (a* sin* -h 6* cos* 6) 

40*6* 

représentent, Tune, un cercle, et la seconde, une podaire de centre 
d'ellipse ; on voit que la quartique (8) se déduit facilement des courbes 
(9) et (10). On a ainsi une construction facile de la quartique (8). 

3<». Si le rayon R de (G) varie, on aura le lieu des points de rencontre 
de l'ellipse (5) et de la quartique (7), en éliminant R ou (a* — R*) entre 
les équations (5) et (7). 

On a ainsi 

a^b^ix^ + y* — axY = [b^x* + aY) [a*(» — a)* + 6*y*], 
équation qui se réduit à 

(11) y*(c*a? — a»)* = o. 

De sorte que le lieu se compose de deux droites doubles, l'axe des a?, 
et de la droite d'équation 

a» 

X=z —• 
C* 

Remarque. — On peut du reste véritier qu'en faisant y = o dans les 

deux équations (5) et (7), on trouve la valeur commune de x 

R*-ha* 

X = • 

2a 

a* 
Si on fait x= — dans (5) et (7), on trouve pour y la valeur commune 

c* 

_^ v/c*(R*-a*)* — 40*6* 

26c* 
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8. — On donne une ellipse (E) de centre et un cercle (G) 
concentrique à (E). On considère un des points P d'intersection 
de (G) avec le grand axe de E. D'un point quelconque M de (E), 
comme centre, on décrit un cercle (L) de rayon MP. 

Le lieu des centres de similitude des cercles (G) et (S) est une 
quartique. 

Soient R le rayon du cercle (C) et x^ Vi les coordonnées du point M. 
Les formules générales des coordonnées du centre de similitude externe 
de deux cercles, de rayons R et R' et de centres (a, p) (a , fi')^ sont 
,,, a'R— aR' p'R — pH' 

^ ^ R - R' ^ R - R' 

Mais ici 

a := G p = o 

a' = a?! P' = î/i 

(2) {X, - R)» + y»« = R'V 

Les formules (l) deviennent alors 



R - R' ' R — R' 

On a aussi, puisque M est sur Tellipse (E), 

(4) ô%> -h o«î/,* = a*b\ 

Il faut donc éliminer oti, j/^ et R' entre Téquation (2), les deux équa- 
tions (3) et l'équation (4). Posons 

R — R' = &. 
Les deux équations (3) donnent 

kx ky 

(5) ^'~~R* ^*~r"' 
d] deyient 

(a;i-R)*-hyî=(R-^)V 

ou, en y portant les valeurs (5) 
X (6) k{x^ 4- 2/* - R*) — 2R«(x - R). 

L'équation (4) devient de même 

(7) fcV6»a;« + aV) = a*b^R\ 

En éliminant k entre (6) et (7), on trouve pour le lieu des centres de 
similitude, tant interne qu'externe, la quartique d'équation 

(8) 4R*(a; — R]\b*x* + a*y^) = a*h\x* -h !/* — R'}*. 

Remarque. — Lorsque le cercle (C) est décrit sur la distance focale de (E) 
comme diamètre, le lieu des centres de similitude des cercles (G) et (H) se 
compose de deux coniques. 

En effet, alors, la longueur R' n'est plus un radical carré, mais une 
fonction linéaire de Xi. On a 

ex, 

(9) R' = a •, 

* a 

et R = c. Les équations (2) et (3) deviennent 

(10) [X, - c)« -4- y? = R'«, 

CXt CVi 

^ ç-R'* ^ c-R' 
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De (9), (10) et (11), on tire les valeurs de a;,, y^ et R' 

a{a — c]x a{a — c)y c» — o* 

c(aî — a) c[x — a) x^a 

Ces valeurs» portées dans (10), conduisent à l'équation 

(12) [(6» — ac)x 4- ac^^* ■+• a\a — c]*y* = é(cx — o*)». 
C'est une conique, dont l'équation peut encore s'écrire 

(13) h\a — 2c)x^ -h a(a — c)V + 26«c\r — a&V = 0. 
Tel est le lieu du centre de similitude externe. 

Si a > 2c, c'est-à-dire si Ton a 

6 <a <-=, 

la conique (13) sera une hyperbole. 
Si a < 2c, ou 

la conique (13 sera une ellipse. 

Si a = 2C, ou 

_ 26 

la conique (13) sera une parabole. 

Remarquons encore que si Ton cherche le lieu du centre de similitude 
interne, il faut éliminer x^, y^ et R^ entre les quatre équations 

CXé 

R'=a î, 

a 

{X, - c)« -hy\ = R'S 

cxy^ cyi 

«= r—^" y ~ 



c + R' '' c + R' 

L'élimination, en tout semblable à la précédente, donne comme résultat 

(14) [(6* 4- ac)x — ac*]* 4- a\a + c)*y* = c\cx — o«)«. 

G*est encore une conique. 

Donc, lorsque R==c, Téquation (8) doit pouvoir se décomposer en 
deux facteurs du second degré qui sont les premiers membres des équa- 
tions (12) et (14). 



ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 

Concours de 1895. 
Solution par M. G. Grolleau, répétiteur général au lycée de Marseille. 



On donne la parabole y* — 2ax — 4a* = o, 
et le cercle x* -f- y* — 4a* = o. 

I. — D'un point P de oy, on mène au cercle et a la parabole des tangentes 
dont les points de contact sont respectivement M, M' ; N, N'. Montrer que les 
droites MN, MN', M'N, M'N' passent par dts points fixes quand P décrit Oy. 

II. — Trouver une conique (E) passant par les quatre points et symétrique 
par rapport à Oy. 
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III. — Combien passent de coniques (E) par un point du plan; nature de ces 
coniques suivant la position du point, 

IV. — On mène à ces coniques des tangentes parailèles à y = x, lieu du 
point de contact; sur ce lieu, distinguer les parties provenant d'hyperboles de 
celles provenant d'ellipses, 

PREMIÈRE PARTIE 

Représentons par b Tordonnée de P. La polaire de ce point coupe le 
cercle en deux points M et M' dont les coordonnées sont 



2a 1 

a? = - - V6* - 4a«, 


4a* 
^ b 

An* 


aj = -t- ^ >/6« — 40% 


^ b 



(M) 

(M') 

La polaire de P par rapport à la parabole a pour équation 

by — ax— 4a* = o. 
Ed cherchant l'interseclion de cette droite avec la parabole, on trouve 
pour les coordonnées des points N et N' dUntersection, - 

ax =z [v/6* — 4a* — b] sjb* — 4a*, 



(N) 
(N') 



y = b — yjb* ~ 4a*, 

ax — iJb* - 4a* -f- b] \lb* — 4a% 



2/ = -H 6 + s/6* — 4aK 
L'équation de (MN) est 

^ y, I 

— 2a \]b* — 4a*, 4a*, b 

a 



= o. 



(yjb* — 40* — b) sib* — 40*, ab — a sjb* — 40% 

ou, en dévelo ppant, 

[ab v/ô» — 4a* — a (6* — 4a*)! x-^[b {b* — 40») + (20 * — b*] y/6»— 4a*] y 

+ [20*6 sjb * — 4a* — 20* (6» — 4a*)] = o, 
et, aprè s suppre ssion du facteur >/6* — 4a*, 

a(b —>Jb*—4a*)x-^ [6v/6* — 4a» + 2a* — 6*] 2/ 4- 2a* (6 — sjb* — 4a*) = o, 
qu'on peut écrire 

a{b — >/6* — 4a*)(û5 + 20) -h [6 v/6» — 4a* 4- 2a" — 6*] 2/ = o. 

Sous cette forme on volt que la droite passe par le point fixe 

rc = — 20, 
y=o, 
c'est-k-dire par le sommet de la parabole. 

On verrait de même que la droite M'N^ passe aussi par le même point. 
L'équation de (M'N) est : 

X y I 

2a\lb* — 40* 40» 6 =0. 

(yjbi — 40» — 6) s/6* — 4a* ab — a\]b* — 40* a 

En d éveloppa nt on tro uve 

a(6 — v/6* — 4a»)a5 4- [6s/6* — 4a* — 2a»— 6*]î/ 4- 6a*(6 — >/6*— 4a*) = o, 
qu'on peut écr ire 

a(ô — v/6* — 4a*) (» 4- 6a) 4- [b^b* — 40* — 20* — 6*]2/ = o. 



JOURNAL DB M ATHÉMATIQUIS SPÉCULES 



89 



Sous cette forme on voit que cette droite passe psr le point ayant 

pour coordonnées 

a; = '- 6ay = o 

qui est fixe. 

On verrait de mâme que la droite (MN') passe par le mSme point. 

Deuxième méthode, — On peut voir, par une méthode plus^simple, que 
ces quatre droites passent par deux points fixes. 

Les coordonnées d'un point du cercle peuvent se représenter par les 
formules 

X = 2(% COS 9 

y = 2a sin 9. 
De môme les coordonnées d'un point de la parabole peuvent se repré- 
senter par les formules 



X = 2a — !7— 9 y = 



2a 



t* - t 

En exprimant que les tangentes en un point M du cercle et en un 
point N de la parabole se coupent sur oy, on trouve la relation 



(1) 

L'équation de MN est 



2*i = (i -H ^) sinçj 



X y I 

2a cos 9j 2a sin 9^ i 

2a 



2fl 



, -tî 



Or, de (1) nous tirons 



'î 



cos 9i = ± 






I 



= o. 



Prenons d'abord le signe + , ce qui correspond à des points des deux 
courbes situés dans le même quadrant, par exemple M, N et M' N^, et 
remplaçons sin9i et COS91 par leurs valeurs dans l'équation de la droite* 
Nous aurons : 

X y I 

2t, 



la- 



2a- 



uzA 



2a- 



iH-t 



2a 



ti 



= o 



En développant et simplifiant, on obtient 

20*4 (^1 — 1 ) 05 — 2a ((f — i) 2/ + ^aHi (ff — i) = 0, 

ou, après suppression du facteur tf — i, on a : 

tiX^y + 2at^ = 0, 
qu'on peut écrire 

[x 4- 2a) ^1 — y = o# 

Sous cette forme, on voit que ces droites MN, M'N' passent par le 
point a; = — 2a, y = 0| 

qui est le sommet de la parabole. 

Prenons maintenant le signe — , ce qui correspond à des points des 
deux courbes situés dans des quadrants difiérents, par exemple M, N' 
et M', N, et remplaçons sin 9, et cos 9, par leurs valeurs dans l'équation 
de la droite. Nous aurons 
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2a- 



X 



20- 



I — 



y 

I + i\ 
2a 



= o. 



Développant et supprimant le facteur 2a (^f — i), on a 

t^x — (i + 2*1) y 4- ôa^i = o- 
Cette équation représente une droite passant par le point fixe (— 6a — o) 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE LA PREMIÈRE PARTIE 

Je remarque que les polaires de P par rapport au cercle et à la para- 
bole se coupent en un point G conjugué harmonique de P par rapport 
à DD' et que la polaire de P par rapport à la parabole coupe Ox en 
un point B conjugué harmonique de par rapport au segment A 00. Ce 
point B est donc situé à une distance 2a du sommet A de la parabole. 




Fig. 4, 



Ceci posé, je considère le quadrilatère complet MNM^N' et j'appelle A| 
le point de concours des côtés opposés MN, M'N^ et A» celui des deux 
autres côtés MN% M'N. La diagonale NN' étant divisée par les deux 
autres en proportion harmonique, la diagonale A|A| passe par B, car ce 
point est le conjugué harmonique de G par rapport au segment NN^. De 
plus, la diagonale MM' étant divisée harmoniquement par les deux autres 
et NN' passant par son milieu G, l'autre diagonale A,BA, doit être 
parallèle à MM^ Ainsi, les deux points A, et A^ sont situés sur Taxe de 
la parabole et sont également distants du point B. Il me reste à démontrer 
que A| par exemple est fixe. Pour cela, faisons une transformation homo- 
graphique de façon que les points D et D' deviennent les points cycliques; 
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le cercle et la parabole se transforment en deux cercles tangents en un 
point A et comme P ya à Finfini, il s*agit de démontrer que si Ton mène 
& ces deux cercles des tangentes 
parallèles, le point d*intersection 
des droites MN, M'NS joignant les 
points de contact, est fixe lorsque la 
direction des tangentes varie. Or, 
il est facile de voir que ces droites 
passent par le point de contact A 
des cercles. En revenant à la figure 
primitive, on voit que A^ n'est 
autre que le sommet A de la para- 
bole. 

Remarque, ~ En remarquant, ce 
qu'il est facile de démontrer, que 
les droites MN% M'N se coupent 
en un point A^ conjugué harmo- 
nique de A par rapport à 00' et pig 2, 
en transformant homographique- 
ment de façon que les points cycliques deviennent deux points D, DS 





Fig, 3, 



on a le théorème sui?ant, dont la démonstration analytique présenterait 
peut-être quelque intérêt : 

Ëtant données deux coniques S, S^ tangentes en A et se coupant en 
deux points D, D'; 
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l'Le point AetlespOIeB etO'deOD'parr&pporl &uz deux cou iqnea 
sont trois points en ligne droite. 

3* Si par un point P variable sur DD' on mène reapectiTement les deux 
tangentes PM, PU'; PN, PN' aux deux conlqnes; le* droites MN, ll'N' 
passent par le point A, et lea droites HN'M'N passent par le point A, 
conjugué harmonique de A par rapport au sogment 00'. 

DEUX lË MB PARTIE 

Les cdtéa du quadiilatbre MU'NN' ayant pour équations 

(UM'l by — 4a'=: o. 

(NN'l by — ax-4a ' = o. 

(MN) ^ay - {& + ^ b* - 4rt' )(x + lo) = o. 

(M'N') 2oy _ (6 - V 6' - 4a*>(^ + S") ^ ■>■ 

L'équation générale des coniques passant par tes quatre polntsMM' 

NN' est : 

■).{by—^*){by — ^' — (ix) + [iay--(b+\!b'—4a') lX + 2a] 

[iay — {b— i/i»'— 4a')(a; + la)] -= o. 



En exprimant qu'elle est symétrique par ntpport t ay, on trouve 

> = -4- 
L'éqoatioD de la conique (E) est donc 

(E) a'x' + [a» - 6%' + 6a}by- i2a'= o. 

En exprimant qu'elle passe par un point P(a, p) du plan, on a l'équa- 
tion du second degré en b; 

(1) , P'b" - 6a'p6 - afa- + p' - 1 3a') = o. 

Par un point quelconque du plan passent donc deux coniques. 

Pour qne ces coniques soient à coefflcienla réels, il faut que l'on ait : 
go'P' + a'?\ùL' -t- 3' - 1 lo') > o. 
ou a' + p* — 3a' > o. 

L'équation a' + p* — 3a' = o représentant un cercle, on voit que par 
tout point situé en dehors de ce cercle passent deux coniques à coeT- 
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ficients réels et par tout point intérieur, deux coniques à coefficients 
jmaginaired. 

La conique (E) est une ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant 
que Ton a 6* < o*, 6* = a*, 6* > a*. 

Ainsi, si b est compris entre ^a ei + a, on a des ellipses ; 

Ainsi, si b est compris entre — oo et — a ou entre + a et + oo , on 
a des hyperboles. 

Substituons o, — a et + a à 6 dans Téquation (1), on a 
— 00 — o G -4-0 -H» 

4- — a*(a"— 6ap— I2a«), — o*(a*-4-p*— 2a«;, a*(a*H-6ap— I2a«) -f 
P P' 

et construisons les paraboles ayant pour équations : 

P = a* — 6ap — 1 2a* = o 

F = a* + 6ap — 12a* = o. 

Ces paraboles divisent le plan en quatre régions i, 2, 3, 4. 

Pour tous les points de la région i, on a P < o P' > o et Téqua- 
tion (1) a une racine entre ~ a et o et une entre + a et + oo . Par 
chaque point de cette région passe une ellipse et une hyperbole. 

Pour tous les points de la région 2, on a P < o, P' < o et Téqua- 
tion (1) a ses deux racines comprises entre ~ a et + a et par chaque 
point de cette région passent deux ellipses. 

Pour tous les points de la région 3, on a P > o P' < o et l'équa- 
tion (1) a une racine entre — 00 et — a et une entre o et 4- a. Donc, 
par tous les points de la région 3 passent une ellipse et une hyperbole. 

Enfin, pour la région 4 , on a P > o, P > o et l'équation (1) ayant 
une racine entre — a et — oo et une entre + a et + «> > P*r tous 
les points de cette région passent deux hyperboles. 

On voit facilement que par tous les (points des arcs BAB^ BA'B' 
passent une ellipse et une parabole et que par tous les points des arcs 
BD, BG, B'G^ B'D' passent une parabole et une hyperbole, 

TROISIÈME PARTIE 

Les points de contact des tanp^entcs parallèles à y = x se trouvent 
à rintersection de (E) et du diamètre conjugué des cordes parallèles à 
cette direction ; diamètre ayant pour équation 

fx + fy= O. 

Le Heu s'obtiendra en éliminant b entre les deux équations. 

aW -h (a* — b*)y -\- 6a*by^ 1 20* = o, 
a^x -h (a> — 6*)y + 3a^b = o; 
de ces deux équations on tire facilement 

iy 
et en portant dans la seconde, on obtient, après avoir divisé par y, 
ga*y{x + y) — (12a* — x* + xy)* + 9a*(i2a* — a;* -i- icy) = o, 
qu'on peut écrire 

(2) ga^(x -h y) — (i 2a* — o;* + xy)(3a* — x* + xy) = o, 
ou, en ordonnant : 

(3) x\x — y]* — a*(i 5a;* -f 92/* — 6xy) + 36a* := o, 
courbe du quatrième degré symétrique par rapport à l'origine. 

La seconde forme de l'équation montre que les droites 

y=zo x-hy — o 
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et les deux hyperboles 

X* — œy — 1 2a* = o, et x* — xy — 3a* = o, 
séparent le plan en régions. Les régions couvertes de hachares ne 
renferment pas de points réels de la courbe. 
La courbe passe par les points suivants : 

A (>/Is/3a, - v/Tv/Sa) ; B (2a>/3, o) ; G (ov/S, o) ; d(^,^^V 

et les symétriques A% B', G'> D', par rapport à Torigine. 

Les tangentes à la courbe aux points A, A% G, G' sont parallèles à Oy ; 
et les tangentes aux points B, B^, D, D' sont parallèles à la bissectrice 
x = y. 

La courbe coupe Oy aux points d'ordonnées ± 2a et les tangentes 
en ces points sont : 

y=jx±:2a. 

Les asymptotes sont x = -±:3a et y =zx±:3 s/tg. 

Elle a deux points doubles à Tinôni ; Tun dans la direction de Taxe 
des y et Tautre dans la direction de la bissectrice x = y; les tangentes 
en ces points sont les asymptotes. 

En résolvant Téquation (3) par rapport à y^ on obtient 
{x 4- 3a) (x — 3a)y* — 2x{x* — 3a*)y -h (o?* — 3a*) [x* — 12a*) = o. 

Pour que les valeurs de y soient réelles, il faut que Ton ait : 

(a^ — 3a*) (a?* — 6a*) > o. 
et dans les régions comprises entre les tangentes à la courbe aux points 
A et G d^une part et A^ et G' de Tautre, il n'y a aucun point réel de 
la courbe. 

En considérant le produit et la somme des racines, on voit facilement 
le signe des racines de Téquation en y suivant les valeurs données à x. 

On pourrait aussi poser y=tXf et étudier les racines de Téquation 
en X suivant les valeurs de «, ou encore, poser y =:x + d et étudier 
les racines de Téquation en x suivant les valeurs de d. Dans ce demie 4* 
cas, on trouverait, en particulier, que l'équation en ^ a ses racines ima- 
ginaires pour les valeurs de d comprises entre 2\j3a et \[2\[3a d'une 
part, et — \j2yf3a et — 2v/3a de l'autre ; c'est-à-dire que la courbe n'a aucun 
point réel entre les parallèles à la bissectrice x = y menées des points 
B et D, d'une part, et B', D' de l'autre. Droites qui sont, du reste, tan- 
gentes à la courbe. 

Je remarque enfin que la courbe coupe l'asymptote x=i3a au point 

d'ordonnée ( ) et que l'hyperbole a;* — icy — 12a* = o, la coupe 

au point d'ordonnée (— a). 

La conique (Ë) sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, sui- 
vant que l'on aura : 

Or, nous avons trouvé 

I aa* — x*-h xy 

b= 5 • 

3y 

Donc, suivant que l'on aura 

(x* — xy— 3ay — 1 2a*) (a;* — a^ -H 3ay — 1 2a*) o o. 
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on aura une ellipse, une parabole ou nue hyperbole. AinBi, les d«ux hyper- 
boles ayant pour équations '■ 

(H,) a;' — a^ + 3ay — iia' = o, 



déterminent sur la courbe des régions provenant d'ellipses ou d'hyperboles. 

On voit sur la figure les arcs provenant d'ellipses ou d'hyperboles. 

Je lemaïque que rbyperbole (H,) coupe l'asymptol^ a; = 3» aumSme 
point que la courbe et que l'hyperbole (Hi| coupe l'asymptote x= — 3a 
au mSme point que la courbe. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



489. — Soient : MA la corde commune à une ellipse el à 
son cercle osculateur en M ; I le milieu de ÂM ; le centre 
de l'ellipse. Montrer que : 

1^ Les extrémités a et a' du diamètre 01 de Tellipse sont 
vues du point M sous un angle droit; 

2^ La corde MA' supplémentaire de la corde MA est nor- 
male à une ellipse fixe; 

3^ Trouver géométriquement le point de contact de la 
corde MA' avec son enveloppe. (E.-N. Barisien.) 

490. — Un cercle variable passe par les points fixes A et 
B. Soient G le point diamétralement opposé à A/ BD la 
corde menée par B parallèlement à AG. On demande : 1® le 
lieu du point D; 2® celui du milieu M de GD. 

Reconnaître exactement la nature des courbes obtenues qui 
sont classiques. (M. (TOcagne.) 

491. — On donne une conique et un point A sur Taxe 
focal. Le lieu des points P, tels que Tune des sécantes com- 
munes à la conique donnée et au faisceau des droites qui 
joignent ce [point aux foyers passe par le point A, est une 
conique bomofocale. — Solution géométrique. 

(Charles Michel.) 

492. — On considère deux quadriques (2), (S') se raccor- 
dant suivant une courbe plane G, et deux points (t,(7i, de cette 
courbe plane. Lieu des sommets des quadrilatères complets 
plans dont deux sommets opposés sont (t, <j^, et dont deux 
autres sommets opposés décrivent la quadrique (L); la droite 
qui joint ces points étant, do plus, tangente à (£'). Ge lieu se 
compose de deux quadriques. (G. Leinekugel.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES CONGHdiDES 

Par M. l^iekersheimer, ingénieur en chef des Mines. 

M. de Longchamps (*) obtient la tangente aux conchoïdes 
par la méthode des transversales réciproques, de la façon 
suivante: 

Soient C une courbe directrice et un point fixe f/îg^. /j. 
On prolonge un rayon vecteur OM d'une quantité fixe MI = a; 
le lieu des points I décrit une conchoïde. Le point V symé- 
trique de I par rapport à M fait également partie du lieu. 




Pour avoir la tangente en I on mène les tangentes Mtx à la 
courbe G et P[i. au cercle décrit de comme centre avec a 
comme rayon. Puis on construit le parallélogramme [jlAIB, 
AB est parallèle à la tangente cherchée. 

Si Ton veut la tangente en position, on prendra le point v 
symétrique de I par rapport à (x et on mènera vfx paral- 
lèle à Ma, [il est la tangente : cette dernière construction 
est un peu plus simple que la précédente lorsqu'on veut la 
tangente en position. 

Conchoïde de Nicomède. — Un cas particulier intéressant est 
celui où la ligne C est une droite; le lieu de I est alors la 
conchoïde de Nicomède. La construction de la tangente peut 
alors se simplifier (fig. 2). 

On mène 10" perpendiculaire à 01; en 0, sur la droite 

(*] Cours de Mathématiques spéciales, pp. 19 et 26. 
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Ox parallèle à C, on élève une perpendiculaire 0"G à 10' ; 
IG est la tangente. L'inspection seule de la figure montre que 
CI est le prolongement de [x J. 

y 




Menons la normale en I, qui rencontre la perpendiculaire 

élevée en M à la droite G. Les triangles MER et IBG sont 

semblables. On en déduit 

^^ MI X BG OM 

IB sin (i> 

Donc Tangle lïOR est droit. D'où une nouvelle construction 
très simple de la normale et, par suite, de la tangente. 

Remarqua L — Le point R est indépendant de a et, par 
conséquent, pour toutes les conchoXdes ayant même module, 
la sous-normale est la même quel que soit l'argument a. 
Tangente à V origine. — Soit Oi cette droite, OK est la nor- 
male, confondue avec la sous- 
normale (fig. 3). 
On a Oi = a 

Soit ik = b l'argument. On a 

sin iOH = — 
a 

et l'origine n'est un point réel de 

la courbe que si Ton a 6 < a. 

Ainsi donc les tangentes à 

l'origine sont déterminées par 

l'intersection de la droite G avec 

une circonférence décrite de 

comme centre avec a pour rayon : la construction de 

M. de Longchamps conduit au même résultat. 
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Remarque II. — Reprenons le cas général et construisons 
la tangente [aI. 

Menons Ox parallèle à Mf*. Si on mène PO'' parallèle à 
IfxJ, la figure IPO^ijlJ est un parallélogramme; il en est de 
même de (aJO"? et 10" est perpendiculaire sur IF. On voit 
par là que la méthode de la construction de la tangente que j'ai 
indiquée pour la conchoïde de Nicomède s'applique au cas 




général, sauf qu'au lieu d'une droite fixe Oo; on emploie une 
droite parallèle à la tangente en M. 

Soit, comme précédemment (fig. 4j, R le point d'intersection 
de la normale en M et de la perpendiculaire en au rayon 
vecteur. Prolongeons ensuite OR jusqu'en [l^ à l'intersection 
avec la parallèle à [tM menée par I. Les triangles (i.ifA'iI 
et POO" sont égaux. On en déduit 

Dans le triangle rectangle OW on a : 

IO" = OItga>. 

Donc aussi 

(1) l*iP = 01 tg(0. 

Joignons IR qui coupe [a^P prolongée en S; il vient 

PI _ PS 

01 ~ OS 
d'où 

,.o PI -OR 

Multipliant (1) et (2) membre à membre, on a 

jxiP.PS = (PI.OR)tga). 
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Or PI = OM = OR_tg<o 

donc _jijP.PS = H* 

donc, eafiD, l'angle t^'ilR est droit. 

On voit donc que la constructioii de la normale de la figure 4 
est aussi tout à fait générale. 

lAeu des points R. — {Dans le cas de la conchoïde de Nico- 
mède). On voit immédiateiuenl que ce lieu est une parabole 

du deuxième degré dont le paramUre est égal à — ; et la tan- 
gente ea R est la droite RV qui joint R au lieu de OH (fig. 4). 

Cenirede courbure de la concfujîde de Nicoméde. — Construisons 
la tangente IG et la normale IR au point I (^g. S). 

Le point I' inriniment voisin de I peut être considéré 




comme placé sur la tangente. Abaissons RO perpoudiculair& 
sur IR et désignons par ip l'angle OIR = {TKÎ.' Par L la 
longueur du rayon de courbure en I; par F le centre de 
courbure; enfin, désignons par <{. l'angle lËM^ par u l'angle 
SiR\) et par f» le rayon vecteur 01. 
On a évidemment 

_L__ IT 

W rR R9 
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Or 11'="^^^^; RR' = 

cos 9 sin u 



et Re = RR' sin(a) - w 4- ^) 



d'où 



Re 



ORsin(<i) — ti 4- 't) , 
= ^r !-a<i> 



et réquation (4) devient 

L 



smu 
p sinu 



or 
donc 

(S) 



rR ORCOS9 8in(a) — tt H- «^) 
p =: IRcOStp 



IR 



OR sin (<i> — w 4- ^) sin (o) — w -h ^) 



rR 



IR sinu 



OR 

sinu 



Élevons en R (fig. 6) une perpendiculaire à RV qui ren- 
contre la tangente en T. Puis, par I menons une parallèle 




à cette droite jusqu'en T' qui est son point de rencontre avec 
la perpendiculaire à la normale en R. 

RS et 01 se rencontrent en S. Joignons ST et prolongeons 
cotte droite jusqu'à la rencontre avec la normale prolongée. 
Le point de rencontre F est le centre de courbure. 

En eflfet RI = t-z -r 

sin (<i) — w 4- ^) 

OR 



RS = 



sinu 
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donc — = := — • (*) 

rR RS RS ^ ' c. Q. F. D. 

(A suivre,) 



NOTES SUR LES DÉTERMINANTS 

Par M. E* Brand. 



I. — Dérivée d'un déterminant. 

1. Dérivée première. — Soit 6 = (Ui^a^^. . Mnn) un détermi- 
nant d'ordre n représenté par son terme principal, détermi- 
nant dont tous les éléments sont des fonctions de x. 

6 est donc une fonction composée de n* fonctions de x et sa 
dérivée est donnée par la formule 

Dajô = Da^^ô.Da;ai,i -4- + Da^^0.Dj?Oi,« 

+ Da' Ô.Da,«2,i -+- ' . . . 

-h 

4- Da Ô.Da^an,^ -+- + Da ^.DxOn^n 

Chaque ligne étant le développement d'un déterminant, la 
notation abrégée permet d'écrire 

Da.0 = (Dxai,i.a2,2...«n,n) + + («1, 1 • ^2, 2 • • . D» a»,») 

ou bien 

(1) D^ô = S(ai,i D^ai^i an,n) 

i prenant successivement les valeurs i, 2, . . . n et le facteur 
DxCi'i,i occupant, dans chaque terme du développement, la 
place marquée par l'indice i. 

Le second membre de (1) n'est que la dérivée du produit 
«1,1. «2,2 . • • cin,n> Ou a douc la règle suivante : 

La dérivée d'un déterminant s'obtient en prenant la dérivée du 
term^e principal considéré comme un produit; chaque terme du 
développement est alors le term£ principal d'un des déterminants 
composants, 

(*) Cette construction du centre de courbure est tout à fait générale ; elle 
peut s'appliquer à toutes les conchoîdes. Il suffira de prendre pour la 
droite 00''^ une parallèle, menée par 0, & la tangente en M. 
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Ce qui se traduit par la relation 

( D«ô = D, (ai,i . . . an,n) = (D«ai,i .02,2 an,n) 

( + + (ai,i . 02,2 . . .Dx«n.«). 

2. Dérivée d* ordre quelconque. — La formule (2) donne immé- 
diatement 

(3) D§ô = DS(oi,i c^r) 

ou, en développant le second membre, 

DJô = 2(Oi,i .02,2... t)xOi,< . . . On,n) 

4- joS(ai,i .02,2 . . . I>£~* o i,i . . . Dx^ij . . . a„,«) 

w ^O — I ^ 

-h ^-^- 2(01,1 . 02,2 . . . DS"^ Oi,< . . . DÏOyj . . . On,n 

I • 2 

+ p(p - l)2(Oi,i.02^...DS"X<I^---«^i*J--I^*«',l — «n,n) 
H- 

la première somme étant relative aux valeurs de % égales à 
I, 2, ... n, la deuxième à ces mêmes valeurs pour i et j, ces 
indices élant distincts, la troisième à ces mêmes valeurs 
pour i,y et /, ces indices étant distincts ; et ainsi de suite. 

Si Ton fait abstraction, pour un instant, des facteurs o,. 
auxquels le symbole D» n'est pas appliqué, il vient 

1.2 



+ p{p - i)SDS-»a<,<D^yjD^y + ^^iîl-^44 iSDi-KiD^;,, 



1.2.3 

p(p-0(p-3) ^ P^ 

1.2 

+ p(p-i)(p-2) 2DÎ-3oi,<D^oyjDxOuD^k,ik 
4- 

Le second membre de cette dernière formule peut être 
considéré comme le développement de la puissance p de la 
somme DxOi,»- + .... + Da;0„,n, c'est-à-dire comme étant égal 
à (2Dxa,-^<)P. à condition de ne faire porter que sur le sym- 
bole D rélévation aux puissances successives. 

On pourra donc écrire sous une forme abrégée 

(4) DSô = (2:D,o^,)p. V, 

la puissance p ne s'appliquant qu'au symbole D, 



104 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

V représentant un produit — variable pour chaque terme du 
développement — comprenant ceux des éléments ai^i ,02,2» • • • • 
Qi^^n qui ne sont pas affectés du symbole D dans le terme 
considéré. 

Les facteurs de ce produit étant introduits dans chaque 
terme du développement aux places marquées par leurs 
indices respectifs, les termes du développement définitif repré- 
senteront les termes principaux des déterminants, dont la 
somme vaudra D?d. 



II. — Une propriété des mineurs des déterminants nuls . 

On sait que Ton peut former [C„,k]' déterminants mineurs 
de classe K au moyen d'un déterminant 6 d'ordre n et qu'il 
existe le mémo nombre de déterminants mineurs complémen- 
taires d'ordre K. Ces deux séries de déterminants mineurs 
permettent donc de constituer deux déterminants 0k et 0„_k 
tous deux d'ordre Cn,K. 

Si l'on désigne par Mp un déterminant mineur de classe 
p du déterminant 0£ et par M^^^ le déterminant mineur 
d'ordre p, complémentaire du précédent, mais pris dans 
6n-K> on a les relations suivantes : 

(1) eKe._K = 6'"^s 

(2) = e^'»-»'*^ et 0^K = ô'^^-i'^-s 

La formule (1) a été donnée par Gauchy (*). 
Les relations (2) et (3) sont dues à E. Franke (**). 
Cela étant, si l'on suppose que le déterminant primitif est 
nul, tous les déterminants M(p) le seront aussi. 
Donc, dans le cas de jo = 2, on a ; 

my,l Wly,2 

(•) Journal de V Ecole polytechnique^ !?• cahier, 1815. 
(•*) Journal de Mathématiques de CreUe, t. LXVI, 1866. 
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m«,y étant un mineur de classe K par rapport au déterminant 
ô, les indices a; et y marquant la place que le mineur occupe 
dans le déterminant M(2). 
Par suite, il vient aussi 

^!^ — ^îî __ -- 'H^ «- 

ce qui fournit ce théorème : 

Si un déterminant est nul, les mineurs obtenue en considérant 
un système d'un nombre déterminé de lignes, sont proportionnels 
aux mineurs correspondants de même ordre obtenus en considérant 
un autre système composé du même nombre de lignes. 

Lorsque le déterminant est^ymë^ngu^etnu/, comme alors 

la relation (4) donne —^ = —^ > 

' ^«, y %, y 
ou 

(5) (Wx, y)* = Wa,, X X Wy, y. 

Si Ton représente par a<y, ki, ...,r» le déterminant qui résulte 
de la suppression des lignes portant les numéros i, k, . . . , r 
et de celle des colonnes j, l, . . . , « dans le déterminant , 
la formule (S) devient 

(6) (*</, kl,.,., r»)* = a«t, kk,...,rr X »/;, W, . . ., m • 

D*oii le théorème : 

Le carré d'un mineur de classe quelconque d'un déterminant 
symétrique nul est égal au produit de deux déterminants mineurs 
symét7'iqu£s de inême classe déduits du déterminant primitif; le 
premier facteur résultant de la suppression des lignes et des 
colonnes portant les numéros des lignes primitivement supprimées 
et le deuodème facteur s' obtenant en supprimant les lignes et les 
colonnes portant les numéros des colonnes primitivement supprimées. 

Ces deux propriétés ne nous paraissent pas avoir été signa- 
lées, sauf pour les mineurs de la première classe. 
Voici une vérification de la seconde de ces propriétés : 
Soit le déterminant symétrique nul 

23 25 5 i5 

ô = 



25 


3o 


4 


17 


5 


4 


2 


3 


i5 


17 


3 


10 
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On a 



^ihM = *«,4* = 



««, kk = a/f,44 = 



^jj,ll = «M^ff = 



et, identiquement, 



3o 


'7 


4 


3 


3o 


4 


4 


2 


3o 


'7 


17 


10 



= 22, 



= 44i 



= !!• 



22 = 44 X M. 



DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DÉFINITION 

ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M* Anbry. 
{SuitCf voir page 76.) 



23. — Les solutions obtenues au moyen de courbes tracées 
par points sont, en réalité, assez grossières, car il faudrait que 
le point cherché fût précisément un de ces points, ce qui n'a 
pas lieu généralement. De plus, il faudrait avoir la courbe 
matérialisée pour s'en servir au besoin. 

Le tracé continu d'un arc de la courbe, outre sa rigueur 
théorique, est d'une pratique bien plus commode; mais alors 
l'instrument qui doit tracer l'arc en question doit être aussi 
simple et d'un maniement aussi commode que possible. C'est 
dans cette recherche que consiste proprement le problème de 
la trisection de l'angle. 

On peut employer des combinaisons de règles et de fils, des 
appareils à glissement ou des assemblages articulés. Nous 
allons examiner un certain nombre des plus simples de ces 
instruments. 

Les moins satisfaisants au point de vue de l'exactitude sont 
oeux qui emploieraient des fils. En voici quelques-uns : 
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1^ Tirons la corde circulaire AK (fig. 61) et prenons le 

point M à égale distance de K et du 
centre : le lieu de M est une trisectrice 
de Mac-Laurin, qu'on peut construire à 
l'aide d'une règle glissant sur le point A, 
l'autre extrémité E décrivant la circonfé- 
rence, tandis qu'un fil LMO, d'une lon« 

gueur égale à LK reste tendu le long de la règle par la pointe 

traçante M. 




Fig. 6i 



iP Une règle MA (fig, 62) glisse sur le point A ; un de ses 
points E est assujetti à se mou- 
voir le long delà règle BE placée 
perpendiculairement au milieu 
de âO et un fil attaché en 
reste tendu le long de la règle 
MA de manière à décrire une 
trisectrice dont l'équation est 



(I) 




ou p sin 4(0 



p sm -(0 = 2 sm r- » 

suivant que l'on prend pour pôle le point ou le point A. 
L'angle MOA est visiblement triple de l'angle MAO. 

30 Prenons OM comme base, A comme point mobile et 
comme pôle : la construction est remplacée par celle de la 
figure 63, et on a la trisectrice 

A . (o . 4 

û sin — = sin - (o 
3 3 

inverse de la précédente. En prenant M 

comme pôle, son équation est 




(O 



Fig. 63. 



p = I 4- 2 sm — ; 

2 

nous l'avons donc déjà rencontrée. L'usage 
de cet instrument est facile: AE = EO, 
donc l'angle OAM est le tiers de l'angle AOB. 
Le même instrument et la même courbe peuvent encore être 
employés de la manière suivante : soit à trisecter l'angle HO 6; 
on tirera OH et on inscrira entre cette droite et la circonfé- 
rence la droite EA = EO; l'angle EMH est le tiers de HOB. 
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4*> Prenons AM (fig, 62) fixe, le point mobile étant 0. Si 

A est le pôle, on a l'équation p sin 3a) 

= sin 40) : c'est donc encore l'inverse de 

celle de 2®. On peut la construire à l'aide 

de deux règles articulées OK, OM (fig, 64), 

la seconde tournant autour d'une pointe 

fixe M sur laquelle glisse également un 

Fig. 64. fil KMP dont une extrémité est fixée en P 

et l'autre glisse le long de la règle AM en tendant le fil AKQ 

le long de la règle OQ. 

5® Prenons deux règles AKM, 
OMP (fig. 65), la première as sujettie 
à glisser sur A tandis qu'un fil MKO 
fixé en M est maintenu le long de 
cotte même règle en K, et s'attache 
par son autre extrémité à celle de la ^'^* ^^' 

seconde règle, laquelle glisse sur la droite AO. Au point M 
de cette seconde règle est fixée une pointe traçaute, qui tend 
le fil PMK ; l'extrémité K de ce fil tend le fil MKO et l'autre 
extrémité est fixée en P. Le lieu de M a pour équation 
p sin (0 = sin 3a). 

24. — Les appareils à ornières ou à directrices seraient d'un 
usage plus commode; ils seraient surtout plus exacts. 

1® Nous avons déjà parlé de l'emploi de la conchoïde et 

décrit l'instrument de Ceva (fig. S7) 
ainsi que son dérivé (fig. 48). Nous 
avons donné (fig, 51 ) un procédé basé 
sur l'emploi du Jî en voici un autre 
semblable tout 
aussi commode : 
soit l'angle AOX 
(fig. 66); on mènera 



Fig. 66. 

HL parallèle à OX à une distance égale 

au bras du T î ^^ promènera ensuite le J 

de manière que l'extrémité L glisse sur HL, 

le point M décrira une trisectrice de Mac- 

Laurin. Quand celle-ci coupera OA, la positiondu T 

l'angle cherché. 





Fig. 67. 

donnera 
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1 

I 




2<» On peut se servir simplement d'une équerre. Soit (fig.67) 
l'angle KOX ; onmènera à une distance égale au petit côté 
de réquerre une parallèle à OX; on promènera l'équerre 
d'abord de manière que son grand côté glisse sur et le 
sommet sur HL, ce qui donnera un arc de strophoïde MN; 
puis son grand côté glissant toujours sur 0, mais le sommet 
opposé glissera sur OK, ce qui donnera un arc de cappa : 
rinlerscction M des deux arcs appartiendra à la droite 
cherchée. 

3** Dans la troisième édition de sa Géométrie appliquée à 
Vindustrie (Metz, 1835), Bergery décrit l'appareil représenté 
figure 68, et formé d'un demi-cercle accolé à un rectangle 

ayant une largeur égale au rayon 

du cercle. On promène Tangle de 

manière qu'un de ses côtés reste 

tangent au cercle et que l'autre 

glisse sur B. Le sommet décrit un 

arc de limaçon trisecteur ayant son 

Fig, €8, point double en B. Quand cet arc 

coupe LM, on a l'angle LMB égal à l'angle cherché. Cette 

solution a été retrouvée récemment par M. Pegrassi. 

4® M. Laisant a proposé un compas représenté figure 69 : les 
sommets M, N des losanges articulés DB, 
CA. glissent sur les côtés OC, OB prolongés. 
Il comprend huit tiges articulées avec deux 
articulations à directrices. Son usage n'a 
besoin d'aucune explication. 

5*» La figure 70 indique un autre appareil ^ ^ 

plus simple comprenant une règle OK à ^^9 ^^• 

laquelle est attachée une tige ON, au point N de laquelle 

est fixée un losange articulé dont le 

sommet N glisse sur OL. Chaque 

côté du losange est égal à OL. Il est 

visible que l'angle NOX est le tiers 

_ del'an^le NKX. 

^*SI' ^^- On remarquera que le point étant 

fixe, le point M décrit la rosace p = 2 cos (o et le point N 

une conchoïde de la même rosace, la courbe p = 1 + 2 C08a>. 
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Si, au contraire, le point K est fixe et le point mobile sur 
OX, le point M décrit la rosace à quatre branches p = 2 sin 2a>. 

6*^ Les figures 71 et 72 représentent deux trisecteurs fondés 
surun principe iden- 
tique, et formés cha- 
cun de deux losanges 
articulés avec une 

seule ornière. Le pre- o -«. o 

mier est peut-être Fig,'74 Fîg.^ 

plus pratique que le second. Tous les deux emploient sept 
barres. 

On voit aisément que l'angle MON est le tiers de 
l'angle MOA. 

La tige OA étant fixe, le point M (fig, 71) et le point N 
(fig. 72) décrivent l'un et l'autre le limaçon trisecteur 

a> 
p = COSj» 

1^ On a imaginé divers trisecteurs entièrement articulés. 
Seulement leur complication leur enlève toute valeur pra- 
tique, et nous ne les mentionnerons pas davantage. 

25. — La présente note étant plutôt du domaine des récréa- 
tions mathématiques, nous citerons deux autres solutions 
assez fantaisistes, dues : la première, à Barrow (voir /. 5., 1895, 
p. 132) ; la seconde, à Ed. Lucas (N. An. Math.). 

Nous permettra-t-on d'indiquer la suivante : avoir un cône 
droit dont le côté soit le triple du rayon de la base. Pour 
trisecter un angle, on le découpera dans une feuille de papier, 
après y avoir construit un secteur d'un rayon égal au côlé 
du cône. On l'appliquera sur la surface de celui-ci, et les 
extrémités de l'arc jointes au centre de la base détermineront 
l'angle cherché. Cette construction, qui, au point de vue 
géométrique, constituera une vraie pétition de principe, (tout 
comme les deux précédentes, du reste) n'en serait pas moins 
assez pratique. 

26. — Ce serait peut-être le lieu de parler de diverses 
solutions n'employant que la règle et le compas ; les unes, 
données par leurs auteurs comme vraies ; les autres, comme 
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Fig. 7S. 



approximatives. Nous nous conteaterons de rappeler à ce 
sujet le procédé suivant, peu connu, de rectification d'un 
arc donné avec une approximation très suffi- 
sante pour la pratique : sur le diamètre AC 
(fig. 73), on prendra AO égal au côté du carré . 
inscrit, et on décrira la circonférence OE. 
Pour rectifier l'arc AM, on tirera le rayon 
OMK : la corde AE sera très approximative- 
ment égale à l'arc AM. Si l'arc à rectifier est 
d'une grande amplitude, on le fractionnera en plusieurs arcs 
qu'on rectifiera séparément, ou bien on le divisera en deux 
ou quatre parties égales (Pénaux, la Science induslrteUe^ 1855). 
Ces procédés ne donnent qu'une seule approximation, il en 
existe d'autres fournissant des solutions de plus en plus 
approchées. Nous en avons déjà indiqué deux; Tune, remar- 
quée pour la première fois par Grégoire de Saiot-Vincent 
(voir /. E., 1894, p. 53); l'autre par Sarrus (voir /. S., 189S, 
p. 199). Nous signalerons encore celle-ci qui est très simple 




Fig, 14. 

Soit l'angle MOP (fi^g. 74) ; on abaisse la perpendiculaire 
MP sur un des côtés, on prend PQ = OP ; ensuite on mène 
une transversale quelconque QaA, on prend OB = aA; on 
tire QbB , on prend OC = 6B ; et ainsi de suite : le point 
limite X des points A, B, G, . • • donne l'angle cherché XQO. 
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Cette construction donne en même temps une résolution 
graphique de Téquation 4a;' — 3a? -H a = o , par approxi- 
mations successives, plus facilement que par celles que nous 
avons rapportées dans notre Essai historicité sur la théorie des 

équations (note III). 

(A suivre.) 



EXERCICES 

Par M. Barisien. 

[Suite, voir page 84.) 



9. — Étant donnée une ellipse (E) et un cercle (C) concen- 
trique à (E) ; par le centre 0, on mène un rayon vecteur quel- 
conque OM de (E), et sur OM comme diamètre, on décrit un 
cercle (S) . 

i^ Le lieu des centres de similitude des cercles (G) et (S) est 
une quartique (Q). 

2® Vaxe radical de ces deux cercles enveloppe une conique (Ej). 

5® Le lieu du point de rencontre de (Q) et de (G), lorsque le 
rayon du cercle (G) varie, est une ellipse. 

1* Soit S le centre de similitude externe des deux cercles (G) et (2). 
Soit aussi R le rayon de (G). Posons SO = r et désignons par Tangle 
que fait SO ayec le grand axe de (Ë). Si OM = 2R', on a, d'après Tôqua- 
tion polaire de rellipse, 

(1) R' = " 

2\a* sin* 8 4-/»* cos* 6 

Or, S, étant le centre de similitude externe, on a 

_r _ R^ 

^^^ R ■" R — R'* 

En substituant la yaleur (1) de R' dans (2), on a Téquation polaire du 
lieu des centres de similitude, tant interne qu'externe , 

(3) . r = — , == 

2Rv/ o* sin* 6 -♦- 6* cos* 6 — aô 

L'équation cartésienne de ce lieu est celle d'une quartique 

(4) [a>6» (aj« -hy* + R») - 4R* (o*y* + &*«»)] = 4a*6*R»(a^ -h y») 

2* Si Xi et ^t sont les coordonnées rectilignes du point M, l'équation 
du cercle (S) est 

^ + 1/* — a«»i — yVi = o. 
Celle du cercle (G) est 

(5) a;« + î/« — R« = o. 
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L'axe radical de ces deux cercles a donc pour équation 

^1 ■+■ yVt = R"f 
ou en fonction de Tangle excentrique 9 du point M 

(6) ax cos 9 + &y sin 9 = R*. 
Or, cette droite enveloppe Tellipse d^équation 

(7) a^x* -h 5*y* = R*. 

3* On aura le lieu du point de rencontre de la quartique (4) et du 
cercle (5) en éliminant R* entre (4) et (5). 
Il vaut mieux éliminer R entre Téquation (3) et la suivante 

r = R. 

On trouve alors r\la* sin^ 6 + 6* cos' = ab, ou Téquation de Tellipse (E) . 
Donc le cercle (G) et la quartique (Q) ont leurs points de rencontre situés 
sur Tellipse (E). 

Remarque, — Si on élimine R entre les équations (5) et (7), on trouve 

(8) (a;« 4- y*)* = a'x» + 6«y». 

Donc, le cercle (G) et Tellipse, enveloppe des axes radicaux de (G) et (S), 
ont leurs points de rcD contre situés sur la quartique (8), laquelle est la 
podaire du centre de l'ellipse (E). 

10. — Par un foyer F d'une ellipse donnée, on mène un rayon 
vecteur focal quelconque FA. Le ceixle ayant pour diamètre FA 
rpncontre la courbe en trois autres points B, G, D. 
y® Le lieu du centre de gravité du triangle BGD est une ellipse, 
2® Le lieu de CorthocefUre du triangle BGD est une conique, 
3^ Le lieu des centres des hyperboles équilatères circonscrites au 
quadrilatère ABGD est une ellipse. 
4® Si 2a et 2b sont les axes de V ellipse, on a la relation 
FB + FG -h FD - a _ a' + b' 

FA — a "" a« — b« ' 

5" Le lieu du point de rencontre des axes des deux paraboles 
circonscrites au quadrilatère ABGD est une ellipse. 

L'ellipse étant rapportée à son centre et à ses axes, considérons le 
foyer F situé du côté des x positifs; soient (£ri,|/i), {x^,yt)t (^3» Vs)» 
{x^ , 1/4), les coordonnées respectives des points A, B, G, D. 

L'équation du cercle ayant pour diamètre FA est 

(1) X> + Y» - X(x, + c] - Yy, + ex, = o. 
Gelle de Pellipse est 

(2) 6»X« + a»Y« — a«6« = o. 

En éliminant successivement Y et X entre (1) et (2), on obtient les 
équations aux abscisses et aux ordonnées des points d'intersection 
de (1) et de (2). On a ainsi 

c<X* — 2c«aMic, 4- c) X» 4- ... =0, 
c*Y* + 2b*ch/CÏ* +...=.- o. 
et, par conséquent, 

a?! + .'Ca + a?3 + a;4 r= — (x^ 4- c), 
Vi + 2/s + Vs -+- ^4 = ^ > 
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d'où Ton déduit 

(3) ., + ,. + .. = îi<2^+îf, 

(4) y. + y, + y. = -'-^^' 

l" Les coordonnées du centre de gravité G du triangle BGD sont 

(5) 3X^=x,-^x,-¥-x, = -i^-— i + - , 

c c 

(6) 3Y^ = 2^, + y. + î/^ = 

c 

Si on élimine a;^ et ^i entre (5), (6), et l'équation 

(7) bHs,* + a»yi» = o*6«, 

on trouve, après avoir supprimé Tindice g , Téquation 

Le lieu du centre de gravité est donc une ellipse semblable à Tellipse 
donnée et ayant son centre sur le grand axe. 

2» La recherche directe de l'orthocentre du triangle BGD offre une 
certaine difficulté. 

On arrive très facilement aux coordonnées de Torthocentre en s'appuyan 
sur la propriété suivante, très connue : 

Dans tout triangle, le centre de gravité G, le centre O du cercle 
circonscrit et Torthocenlre H sont en ligne droite. On a de plus 
HG = 2OG, et le point G est situé entre H et 0. 

On a donc pour les coordonnées du point II, en fonction de celle du 
point et du point G , en général, 

Or, ici, les coordonnées du centre du cercle circonscrit sont celles du 
milieu de A F, c'est-à-dire 

Xa -\- c Vé 

(8) ^0=-^. Y„ = Ç. 

De sorte qu'en tenant compte de (5), (6) et (8), on a 

2b^x. a* -4- 6* 

(9) X„=:3X,-2X,= -^'+— i^, 

L'élimination de a?, et yi entre (7), (9) et (10), conduit, après avoir 
supprimé Tindice II, à l'équation de la conique du genre ellipse 

a*[cX - (a» -H 6>)]«-t- 6VY« = ^*. 

c 

3* L'équation générale des coniques passant par A, B, G, D, est 

(11) X(6«X» + a«Y>— a*6«)H-X«H-Y> — X(a;,+c) — Yi/i + ca?, = o. 

Cette équation sera celle d'une hyperbole équilatère pour 

et réquation de Thyperbole équilatère passant par A, B, G, D devient 



} 
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Les équations du centre de cette hyperbole sont 

(13) 2c»X — (a» 4- 6")(aîi 4- c) = o, 

(14) 2c«YH-(a» + 6*)y, = o. 

En éliminant x^ et Vi entre les équations (7), (13) et (14), on trouve que 
le lieu des centres des hyperboles (12) est la conique ayant pour équation 

6>[2cX - (a« + &*)]• + 4aVY» = L^Tili . 

c 

C'est une ellipse semblable à Tellipse donnée. 

4* On a 

CXt 

(15) FA=a i, 

a 

et FB = a-^, FG = a-^, FD=a-— *. 

a a a 

Par conséquent, 

FB + FG 4- FD= 3o — - (ob^ + ar, -H a?*), 

ou, d'après (3), 

X, (a* -h b*) 

(16) FB 4- FG 4- FD = a - -î^^ — — -i. 

ac 

En éliminant o;^ entre (15) et (16), on trouve la relation 

FB 4- FG 4- FD — g _ a* -h b* 

FA — a ~~ a» — 6»* 

5* Revenons à Téquation (11). Elle représentera une parabole pour les 
deux valeurs suivantes de X 

I _ I 

6* a* 

Les équations des deux paraboles circonscrites au quadrilatère ABGD 
sont respectivement 

Y*c« 

(17) — + (a?i 4- c)X H- Yî/i — cx^ — a> = o, 

(18) ^*" '^» 4- c)X - Yy, 4- ex, 4- 6> = o. 
L'équation de Taxe de la parabole (17) est 

(19) Y = _^. 

celle de Taxe de la parabole (18) est 

a^ix, 4- c] 

(20) X= T ' 

2C* 

En éliminant Xi el y^ entre (7), (19) et (20), on trouve pour le lieu du 
point de rencontre des axes des deux paraboles (17) et (18), Tellipse : 

6«(2C«X — a'^c)* 4- 4a«c*Y> = a^ft*. 

Remarque. — Si on dési$?ne par [l le coefficient angulaire de la droite 
qui joint le centre de Teilipse donnée au centre de l'hyperbole équi- 
lalère ABGD, on a, d*après (13) et (14) 

(21) j, = --J^. 

On a aussi pour le coefficient angulaire \i/ de la droite qui joint le 
centre de Tellipse donnée au point de rencontre des axes des deux para- 
boles ABGD 

(22) {!.' = — -r^ — : • 
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Le coefficient angulaire |ji'* de la droite perpendiculaire à celle de 
coefficient ia» est 



(23) j.'T^-l^ÎL^li, 

On a donc, en comparant (22) et (23) 

Donc, les direcUons {i' et (i" sont conjuguées. 



QUESTION 412 

Solution par M. G. Tzitzéiga, à Bucarest. 

Soient : 

4^ Une droite (D) sur laquelle on donne n points a, b» c, . . . 1» 
e/ icn jxnn/ arbitraire m; 

3® a A, bB, cG, . . • IL et mM des ordonnées aboutissant à une 
certaine courbe (r); 

3^ a» P* ï> • • • ^ ^^ points où les cordes MA, MB, MO, . . . ML 
viennent rencontrer la droite (D). 

Montrer qu'on peut toujours déterminer la courbe (F) de telle 
sorte qu'on ait, quelle que soit V ordonnée arbitraire mM, 

III I 

1 rH h. ..H r = 0. 

ma m^ my mX 

Cette détermination peut se faire d'une infinité de manières, en 
sHmposant la condition que (F) soit une courbe algébrique de 
degré n. (Laisant.) 

Soit y = ¥(x) l'équation de la courbe (F), la droite (D) 
étant considérée comme l'axe des x. Soient de plus Oa = a, 
06 = ft, ... 01 = l, Om = m. L'équation de MA est 

X — m y — F(m) 



donc 



m — a F(m) — F(a) 
I F(m) - ¥(a) 



ma (m — a)F(m) 

Il faut déterminer la fonction F de sorte qu'on ait 

2 F(m) - F(a) ^ 
(w-a)F(m) ^* 

VI F(m) - F(a) 

ou y -i— 1 ^ = o, 

^ m •- a 

F devant être une fonction rationnelle. 
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On obtient la solution en prenant 

f[x) = (a; — a) (aj — 6) . . . {x — l) 

et F(a.) = -P^, 

^^ f{x) 

f{x) étant une fonction entière de x, dont le degré ne sur- 
passe pas M — I. 

QUESTION 414 

SiolutioD par M. A. Droz-Farny. 

Toutes les cubiques ci?'culaires unùmrsales qui ont un axe de 
symétrie (stropkoïde droite et trisectrice de Mao-Laurin entre autres)^ 
peuvent être engendrées de la façon suioante: Soient un cercle (C), 
un point pris sur ce cerde, et la tangente A à Vextrémité du 
diamètre passant par 0. Menons par une sécante rencontrant 
^ en l et le cercle (G) en R, et prenons le point M td que 

RI 
RM = — ; montrer que le point M décrit une cubique circulaire 

ayant OS pour axe de symétrie, pour point double et S 
pour sommet, et établir les deux formules suivantes : 

1® Le demi-Hingle a des tangentes au point double est déterminé 
par tg a = y/n 

2° La distance du point double à l'asymptote est égale à OS, ce 
qui perm^et d'énoncer le théorème suivant : 

Dans toute cubique circulaire unicursale à axe de symétrie, la 
distance du point double à l'asymptote réelle est égale à la fraction 

-— ^j — de la distance du point double au sommet, a désignant le 

(kmi'-angle des tangentes au point double. (Gazamian.) 

I. Équation du lieu, — Représentons le diamètre par a et 

l'angle ROS par ç. 

a 
On aura 01 = , OR = a cos © ; 

cos <p 

donc RI = -y et, par conséquent : 

cosp 

^.-. a sin* (D a(n cos" 9 — sin« 9) 

OM = r = a cos 9 = -^ ^, 

n cos (f n cos 9 



H8 
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d'où, en coordonnées cartésiennes, étant Torigine : 

(x* + y^)nx — a{nx^ — j/*) = o, 
qui est bien l'équation d'une cubique circulaire ayant: 
comme point double, S pour sommet et admettant OS comme 
axe de symétrie. 

Pour n = I on a la strophoïde étroite. 

Pour n = 3 on a la trisectrice de Mac-Laurin. 

Menons, par 0, une sécante ORT de manière que 0R'= » 

n 

le point M de cette sécante coïncidera avec et OF sera 

évidemment une des tangentes au 

point double. On a : 

r,2 ^^^^ ^-. n 




sr = RT.Or = 



donc 



sin"a 



n + I 
n 



ÔT^ 



I H- n 
Abaissons de M et de R les per- 
pendiculaires MfA et Rp sur A, on 

aura : 

Mfx _ MI _^ n 4- I 

Rs ""Tr ~ ~ir' 

Cette relation est encore valable 
pour la position limite de la sécante lorsqu'elle devient paral- 
lèle à A. 
Soit A le pied de l'asymptote réelle sur l'axe OS, 
On aura donc pour fixer la position de ce point: 

AS _ n -4- I 
ÔS ~ 



n 



d'où 



OS 



n tg*a 



Autrement (*) : 

^^ Prenons, sur OS, 

OK=ST = -. 

n 

Par K, menons A' perpendiculaire à OS et coupant OR 

en V; 



(•) Cette solution est de M»* Ve F. Prime. 
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Sur OT comme diamètre, décrivons une circonférence (r) 
rencontrant OR en U. Nous aurons alors 

MU = MR + RU = - + ^ = H = OV, 

n n n 

d'où OM = VU 

ce qui nous ramène au tracé normal des cubiques circulaires 
unicursales indiqué par M. G. de Longchamps (Géom. de la règles 
p. 96). 




2^ Si A' coupe (r) en W, on a 

KW v/OK.KT 
tang a = 



/KT /- 



OK OK 

3° Soit Z un point de A' situé en dehors de F ; menons 
OZ qui coupe F en X et prenons ÔY = ZX ; projetons 

encore Y et X sur OS en B et A. On a Ô = ÔÂ ; la 

distance de à l'asymptote est la limite de BK quand Z 

OS 
s'éloigne à l'infini sur A'; cette limite est égale à OK = — • 



Nota, — Autres solutions par MM. E. Foucart, élève au lycée Michelet, 
et L.-J. Goujon, aa pensionnat Sainte-Marie, à Saint-Étienne. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



493. — Démontrer que l'équation 

mt^ — 2 (m H- 12)^* -h (m -+- 3)f — 6 = o, 
a deux racines /, et t^ telles que o < /^ < i et o < f, < i, 
si m > 48. (Svéchnicoff.) 

494. — On donne une circonférence de cercle et deux dia- 
mètres rectangulaires. Sur une tangente à ce cercle, on prend 
le conjugué harmonique de son point de contact par rapport 
aux points où elle coupe les deux diamètres : quel est le lieu 
de ce point, lorsque la tangente varie de position? Construire 
la tangente en un point de ce lieu? 

Des points, oîi ce lieu rencontre une tangente quelconque T 
au cercle, on mène des tangentes à cette courbe : quelle est, 
indépendamment de T, la figure formée par ces tangentes? 

(Mannheim,) 

495. — On transforme une courbe par rayons vecteurs 
réciproques, en prenant un point arbitraire de son plan comme 
pôle de tran formation; on obtient une courbe qu'on trans- 
forme de même et ainsi de suite. Expliquer ce qui arrive 
relativement aux degrés de ces courbes successives ? 

(Mannheim.) 

496. — Des paraboles ont leurs foyers sur une circonfé- 
rence de cercle donnée et sont tangentes à cette courbe en un 
même point: quel est le lieu de leurs sommets? 

(Mannheim.) 



Le Directe ur-Gérdni, 
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SUR LES GONGHOIDES 

Par M. l^iekersheimer, ingénieur en chef des mines. 

{Suite et fin, voir page 97.) 



Inflexion. — Lorsque F est à Tinfini, c'est-à-dire lorsque 

I est point d'inflexion, 

RS = RT, 

et IS coupe RT' en son milieu. 

Appliquant au triangle rectangle IRT' la propriété de la 

médiane, on a : 

(6) tg (U + (p) = 2 tg <p 

équation que nous reprendrons tout à l'heure. 

1 




Si on projette 0, en 0', sur la droite G, on voit facilement 
qu'au point d'inflexion O'C passe par un minimum. Calculons 
donc O'C. 

O'G = O'M -h MG == O'M -4- 00'' = bcos^:-^b^asin. ^ 

sin CD cos (o 
Annulant la dérivée par rapport à o), on obtient l'équaiion 
(7) az* -H 3bz* — 26 = o 

avec z = sin co. 

Gette équation se résout facilement et l'on a : 

• = e)i- ,- (■ - m 

Voici une interprétation géométrique de cette équation : 

lOURIUL Dl MATH. SPicl. — 1896. 6 



w. 




Fig, 7, 
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Prolongeons HM et soient i la projection de I sur cette 

droite ; p celle de i sur IM et a celle 
de p sur HM. 

Puis, soient p la projection de H sur 
OM ; q celle de p sur MH. 

On démontre facilement que l'équa- 
tion (7) donne 

aq = 29H. 

On peut en donner une autre inter- 
prétation géométrique. 
Écrivons Téquation sous la forme 
z\az 4- 6) = 26(1 — 5*), 

ou /S'.p.Z = 26 cos* CO. 

Or p.z est l'ordonnée IF du point I. 

On a donc 

(8) IF = 26 cot» 0). 

Prenons OG = 26. 

Prolongeons 01 en v sur la parallèle Gaf à Taxe des œ. 

Élevons en v ^une perpendi- 
culaire v[x à Ov. L'équation (7) 
exprime que 6F est parallèle 
à (xl. 

Remarque III. — Nous avons 
vu que l'équation de Tinflexion 
est 

(6) tg (« + <p) = 2 tg (p. 

On a de même dans le 
triangle rectangle OvH 

(6) Lg w = 2 tg (o) - u) 
équation qui doit être satisfaite 
pour toutes les valeurs de a>. 

La combinaison de (6) et (9) 
donne immédiatement 

(9') (o = M 4- cp (*). 




Fig. 8. 



(*) On peut ainsi interpréter géométriquement l'équation {^). Soii Vf (fig - 6) 
le point où RF perpendiculaire à RV coupe 00". L'angle lRW=w-H<p. 
11 est donc égal à a> lorsque I est point d'inflexion. Les quatre points 
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Si Ton développe les calculs et que Ton élimine u entre 
ces deux équations, on a 

[tg(p tgo) - i] [alg9 - tgcoj = o, 
équation qui se divise en deux. L'une 

tg(p tg<o = I, 

donne la droite Oœ^ elle-même; c'est une solution à rejeter. 
Uautr« 

(10) 2tg (p — tg 0) = o 

peut s'interpréter géométriquement de la façon suivante : 

I étant le point d'inflexion, prenons RE = OR, et joi- 
gnons lE. L'angle OIE = a>. Si nous prenons ensuite G, mi- 
lieu de 01, l'angle OCR sera aussi égal à a>. Or G décrit une 
conchoïde homothétique à la conchoïde 

donnée et qui a pour module — et pour 
argument — . Si donc, aux différents 

2 

points G de cette courbe, on fait avec OG 
un angle égal à co, qui est celui du rayon 
vecteur avec l'axe Ox, n étant le point 
de rencontre du deuxième côté de 
l'angle avec OR, l'intersection du lieu 
des points n avec la parabole lieu des 
points R déterminera les points d'in- 
flexion de la conchoïde. 




Fig. 9. 



Lieu des points n. — Désignons par p' le rayon vecteur On de 
cette courbe; posons de plus — = p, — =a etw-ho) — — > 
o>' étant l'angle polaire xOn. 



2 



0, 1, R, W sont donc sur une circonférence. L'angle ROI étant droit, 

il en est de même de "SwI. , 

On peut donc résoudre ce problème : Étant donné le rayon vecteur OM 
d'une omchaide et ion module b, quel doit être l'argument pour qu*un point 
dinfieanon se trouve sur le rayon ^OM ? 

Pour cela, on mènera OR et RV ; à cette dernière droite, on élève une 
perpendiculaire en R, qui coupe Taxe OO'' en W; en W on élève une 
perpendiculaire à RT ou, si Ton veut, une parallèle à RV, laqueUe coupe 
OM prolongé en I, qui est le point d'inflexion. MI est Targument 
cherché. 
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Od a 

(H) 
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P- 



2 SIDO) 
a 008(1)' 



+ 



^)lga>, 



P = 



smcD 



Soit donc ax^ une parallèle à Oaj, distante de -, Prenons 

2 

un point e de la conchoïde correspondante et soit n un point 
du lieu cherché. 
On voit immédiatement, par les angles, que si Ton mène une 

-,^-^ parallèle eO*' à On, Cn 

"' - / \ est parallèle à Oc, c'est- 

à-dire que l'angle eO'"n 
est droit. Donc si par e 
on mène une parallèle à 
Qx jusqu'à sa rencontre 
avec le prolongement de 
On, le point n, intersec- 
tion de ces deux droites, est Je symétrique de n par rapport 
à 0. On peut donc étudier la courbe n^ à la place de n. Je 
l'appelle anticoncholde. 

Tangente en n. — Construisons la tangente et à la con- 
choïde, en e; puis, prenons sur cette droite un point e' infini- 
ment voisin de e ; nous en déduirons le point n'i de Tanti- 
conchoïde voisin de n^ . Joignons n^ni et soit L le point où 



Ftg. 10, 





ce Oi 

Fig, 4U 

la droite nVi , c*est-à-dire la tangente en n^^ coupe l'axe des x. 

La parallèle e'ni à en^ coupe on^ en ic et soit \l la projection 

de n'i sur On* . On a 

Ttn Tcni 

On^^oL' 



d'oh 



0L = 



OWj • Trni 



Tin, 



Avec 
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(;' = Owi, TtUi = 



COS 0) 



eo'" coupe nje' en e^ , tel que ae^ soit parallèle à oe'; en d'au- 
tres termes, ee^ est Tare décrit, de a comme centre, avec 



a 



a = — comme rayon, et l'on a 



On en déduit 

(12) 



0L = — ? 



a coso) 

Voici donc la construction géométrique de la tangente en n. 
On abaisse ep perpendiculaire sur Ox''; puis, on mène pp' 
parallèle à Oe; en p', on élève une perpendiculaire à Ox qui 




Fig. 12, 

est coupée en w, par un arc de cercle décrit de comme 
centre avec On^ comme rayon. La tangente au cercle en n^ 
coupe Oo; en L; n^L est la tangente en n. 
En effet 

Op' = op = a COS (0. 

Et le triangle rectangle On^L donne 

p'* = OL.a COSO). 

^ c. Q. F. D. 

Cas particulier. — L'équation de la coiichoïde c, en coordon- 
nées cartésiennes, est 

(13) (y-P)MyM+^") = aV; 

celle de l'anticonchoïde 

(14) (2/1 -P)'(«^+yî) = oc«aî?, 
avec yi = y, y* = - axaîi . 

Lorsqu'on fait la substitution 
dans (13), on retombe, en effet, sur l'équation (14), 

Supposons a = p. 




Fig. 48. 
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Alors réquation (13) devient 
(iS) {y - p)« (x^ 4- y«) = p«a;« 

qui est celle de la strophoïde droite. 
On peut le voir géométriquement. 
On a immédiatement par les similitudes des triangles 

0/t = p __ Oa ___ 06 

Oa 06 



0/1=6 
bh 



bh' 



Oh = b ae = b' 



d'oîi 

d'où, enfin, 

bh = n^b, 
équation qui définit la strophoïde. 

Ainsi donc, lorsque le module de la conchoïde est égal à 
l'argument, Tanticonchoïde est une strophoïde. 

On peut se livrer à une comparaison intéressante de la 
construction des tangentes selon qu'on envisage la courbe 
comme une anticonchoïde ou comme une strophoïde. 




Fig. U, 

Reprenons donc la construction de la tangente lorsque a = p. 
Soient, avec les notations précédentes, n^L cette tangente 
et k son intersection avec Oe. D'après la construction connue 
de la tangente à la strophoïde, on doit avoir 

0^1 = OA. 
Les deux triangles semblables n^ke et kOL donnent 
OA; OL OA; CL 



ke 



n^e 



ou 



d'oh 



0A = 



Oe - OA; 
OL X Oe 

Wjex OL' 



n^e 



^^ 



,v , 
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Or 



(12) OL = — ^ 



a cos <o 

P' 



Oe = p' cotg (0 et WiC =■• — 

sin (0 

D'autre part 

, a(i + 8in(o) ^ 

^^) P = — 7:z ' 

COSo> 

faisant les réductions, on a 

OA = a(T -h sinto). 
Cette égalité prouve que OA est égal à Oh. 

c. Q. F. D. 



LE DÉTERMINANT SYMÉTRIQUE GAUCHE 

d'ordre pair 

Par M. Charles Alichel, élève à TÉcole normale supérieure. 



Un déterminant symétrique gauche est un déterminant 
dans lequel l'élément de la jo*^"** ligne et de la g***^ colonne est 
égal et de signe contraire à Télément de la p^^ colonne et de 
la q^^^ ligne, et dans lequel l'élément de la r^*^ ligue et de la 
^ième colonne, c'est-à-dire un élément quelconque de la diago- 
nale principale, est nul. 

On sait qu'un déterminant symétrique gauche d'ordre impair 
est identiquement nul. Je me propose de donner une démons- 
tration de cet autre théorème bien connu que le déterminant 
symétrique gauche d'ordre pair est Je carré d'un polynôme 
entier par rapport aux éléments du déterminant. 

Le théorème est évident pour un déterminant symétrique 
gauche d'ordre 2. Nous allons montrer que s'il est vrai pour 
tout déterminant symétrique gauche d'ordre 2n — 2 , il est 
vrai pour un déterminant symétrique gauche d'ordre 2n. 

Soit D un tel déterminant; les éléments de la première 
ligne sont o, a\^ a\, ... af^ et ceux de la première colonne 
sont o, — aj, — aj, . . . — af". Dans le développement du 
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déterminant D par rapport aux éléments de la première ligne, 
le coefficient de l'élément of est, affecté du facteur numérique 
(— ly^y le déterminant qu'on déduit du déterminant D en 
supprimant la première ligne et la colonne qui contient af. 
Ce déterminant mineur, développé lui-même par rapport aux 
éléments de la première colonne, est une forme linéaire de 
ces éléments, c'est-à-dire une forme linéaire de af, af, ... af^. 
Le déterminant D est ainsi une forme quadratique des mêmes 
éléments. 

Dans cette forme quadratique, le coefficient du carré de a\ 
est, en grandeur et signe, le déterminant qui se déduit de D 
par suppression de la ligne et de la colonne qui se croisent 
sur rélément a{ et de la ligne et de la colonne qui se croisent 
sur rélément — af. Ce déterminant est symétrique gauche 
d'ordre 2n — 2 et est ainsi le carré d'une expression entière 
des éléments du déterminant D. 

Cela posé, je dis que les dérivées de D, par rapport aux 
éléments af,af, ... af*, sont proportionnelles. Donnons à aÇ 
l'accroissement h; — a\ prend l'accroissement — A. A la 
place de D , nous avons un déterminant qui est la somme 
de quatre autres déterminants; dans cette somme, qui est un 
polynôme du second degré par rapport à A, le coefficient de h 
est la dérivée de D par rapport à af . Si AÇ est le mineur 
de D relatif à af et A* le mineur relatif à a* égal à — aÇ, 
le coefficient de h est (— i)p+*(AJ — A^). Mais, le détermi- 
nant D étant symétrique gauche, les éléments d'une colonne 
(ou d'une ligne) du déterminant Af sont, dans le même 
ordre, égaux et de signe contraire aux éléments de la ligne 
(ou de la colonne) de même rang du déterminant A^. Ces deux 
déterminants, qui sont d'ordre impair, sont donc égaux et de 
signe contraire. Par suite, la dérivée de D par rapport à a^^ 
se réduit à 2(— i)p+*Aî. 

Le déterminant Af , ordonné par rapport aux éléments de 
la première colonne, est une forme linéaire de ces éléments. 
Le coefficient de — af , dans ce développement, est, affecté 
du facteur numérique (—1)*, le déterminant ag qu'on déduit 
du déterminant Af en supprimant la première colonne et la 
ligne qui contient l'élément — aj. Le déterminant aj est 
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donc le déterminant qu'on déduit de D en supprimant la 
première et la Ifi^ lignes, la première et la p^*^ colonnes. 

Mais considérons le déterminant d qu'on obtient en sup- 
primant dans D la première ligne et la première colonne; 
c'est un déterminant symétrique gauche d'ordre impair, et 
comme tel, identiquement nul. Le déterminant a^ n'est autre 
que le mineur de ce déterminant, relatif à l'élément a{, oli se 
croisent la (p — i)*^ colonne et la (k — i)**** ligne. 

Considérons de même le mineur Af du déterminant D, rela- 
tif à l'élément af de la première ligne. Dans le développement 
de ce déterminant par rapport aux éléments de sa première 
colonne, le coefficient de — ai est, affecté du facteur numé- 
rique (— i)*, le mineur de d relatif à l'élément al. Le rapport 
des coefficients de — af dans Âf et Af est donc égal au rap- 
port des mineurs de d relatifs aux éléments aS et al situés 
sur une même ligne et dans deux colonnes différentes. 

Or, le déterminant d est identiquement nul; par suite, 
comme on le sait, les mineurs de ce déterminant relatifs aux 
éléments de deux rangées parallèles sont proportionnels. 
Les développements de A^ et de Af, par rapport aux éléments 
de la première colonne, sont donc proportionnels ; et il en 
est de même des dérivées de D par rapport à af et ai. 

Gela posé, le développement de D par rapport aux élé- 
ments af, af, ... af'^ est le carré d'une fonction linéaire de 
la forme 

af A, + afX, + . . . 4- af'*X2n. 

Mais, dans le développement de D, le coefficient du carré 
de aÇ, qui est évidemment Xp, est, nous l'avons montré, le 
carré d'une expression entière des éléments de D. Donc les 
expressions Xj^, X,, ... X2» sont des expressions entières de 
ces éléments; le théorème est ainsi démontré. 



JOURNAL Dl MATH. SPÉG. ^ 1896. 6 . 



130 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

DE yUSAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DÉFINITION 
ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbry. 

{SuUe, voir page 106.) 



Note II. — Quadrature géométrique 

DE quelques courbes PLANES 

27. — Une courbe étant définie par une de ses propriétés 
géométriques, pour Tétudier on part ordinairement de son 
équation, ce qui n est pas toujours la voie la plus courte; car 
des propriétés géométriques qui peuvent être très simples ne 
peuvent pas toujours être traduites aualytiquement d'une 
manière simple. Il paraît donc naturel d'employer dans cer- 
tains cas la méthode directe, tout au moins concurremment 
avec la méthode analytique. Il y aurait beaucoup à dire sur 
ce genre de recherches, entre autres sur le tracé des tangentes 
aux courbes, leur quadrature et leur rectification. Nous nous 
contenterons ici de traiter quelques cas de quadratures géomé- 
triques assez typiques. 

Géométriquement, la quadrature d'une courbe n'est autre 
chose que l'art de la transformer en une autre courbe connue 
qui ait avec elle un rapport de surface simple. C'est ainsi 
qu'Archimède à ramené : 1® la quadrature du cercle à celle 
d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit sont 
égaux respectivement à la circonférence et au rayon ; 2® celle 
de l'ellipse à celle du cercle, en se fondant sur ce que les 
ordonnées correspondantes des deux courbes sont dans un 
rapport constant; 3® la quadrature de la parabole à celle d'un 
triangle ; 4^ celle de la spirale à celle d'un certain cercle. 

Descartes et Brouncker ont essayé d'appliquer le principe 
de la quadrature d'Archimëde. Le premier, dans une lettre à 
Mersenne de 1638, annonce qu'on peut quarrer aisément ainsi 



bt/ 


Ji 


iLy<^^ 


rr 


\s 


xf 


E^^^^^^/W^ W 


:n\_ R' 


Itt^^ ^'^ \\ 




Js- 




^ 


i!^^:^ ^\ 


^::- 


7 




1 


c 





Fi^r. 75. 
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la cycloïde : Menons la droite OE (fig, 7S} par le milieu de 

AG : les triangles AED, ADG sont égaux. Descartes ajoute 

que siy par les milieux de AO 

et de OC, on mène d'autres 

parallèles à BG, les triangles 

correspondants seront égaux 

dans la cycloïde et dans le 

cercle, ce qui est faux. 
Brouncker(PA//. Trans., 1668) 

pour quarrer le trapèze hyperbolique ABGD (fig, 76) compris 

entre l'ordonnée du sommet A et celle 
d'un point quelconque B, prend l'or- 
donnée du milieu de DG, et considère 
le rectangle ED, auquel il ajoute les 
rectangles IG, JH ayant pour bases les 
moitiés des longueurs El, BJ, et ainsi 
de suite; il trouve ainsi l'expression de 

la surface sous la forme d'une série, qui n'est autre chose 

que le développement de L(i -hx). D'après Wallis,Brouncker 

connaissait ce développement dès 1657. 

28. — On a un cas facile à traiter quand la courbe proposée 
a chacune de ses ordonnées égale à la somme ou à la différence 
de celles de deux autres courbes connues : 




1» Par exemple, l'ordonnée de Tagnésionne y 



= v/^ 



X 



X 



étant la somme de celles du cercle, j/ = (i — a?) i/ 



X 



et de la cissoïde, y 



= Vt^ 



X 



les 



éléments de la surface de la première 
courbe sont égaux à la somme de ceux 
des deux autreti^ et sa quadrature est 
ramenée à celle de deux courbes dont les 
quadratures sont connues. (Mister, Ma- 
thesis, 1887.) 
2® Soit la courbe considérée par Cramer 




Fig. 77. 



(loc. cit.) et représentée (fig. 77) : chaque ordonnée est la 



13â 
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demi-somme ou demi-différence de celles des deux circonfé- 
rences 0, 0' ; la surface de cette courbe est fort 
aisée à exprimer, bien que son équation soit 
très compliquée. 

3® Cramer considère aussi la courbe (fig. 78) 
dont les ordonnées sont les demi- sommes et demi- 
différences de celles du cercle t/* = 2» — x* et la 
Fm- 78, parabole j/* = x. La quadrature est immédiate (*). 
4* Soit la courbe (fig. 80) déduite du cercle OA en portant 
chaque corde OE sur Tordonnée correspondante en KM. 
et Km : son équation peut s'écrire 

y = ± ^x ±: y/o? — aj* ; 
l'ordonnée y est donc également la somme de 
celles d'un cercle et d'une parabole; de là on 
peut déduire la quadrature de cette courbe 
(Montucci); elle a été appelée duplicatrice par 
Montucci {Résol. de Véq, du cinquième degrés 
Paris 1869) et bifolium par M. de Longchamps 
{Géam. de la règle, p. 122) (**). ^^' *^- 

S® Soit la cycloïde AMB (fig. 73). Si on mène une parallèle 
quelconque MP à BG, on aura MQ = arc AQ : l'aire de la 
cycloïde est donc la somme de celles du cercle AQC et de la 
sinusoïde ARB. C'est sous cette forme que la quadrature de 
la cycloïde a été trouvée par Roberval en 1638. 

6^ M. de Longchamps a appelé (Géom. de la règle, p. 12â) 
trifolium le lieu du point M (fig. 81) (***) tel que la droite MK 
menée parallèlement au diamètre OT soit égale à la corde 
OE. La quadrature de cette courbe se ramène à celle du huit, 
qui sera donnée plus loin : en effet, cette courbe est le lien des 
points tels que mP = OE. (A suivre.) 

(*) On obtient une courbe de forme analoguOi 

p=co8ei>=b-8in2ei>, en prenant, sur une corde OK, 

(fig. 79) KM = Km = EL. Si Ton prenait KM 
= Km = KL sur le rayon GK , on aurait la rosace 

9 = sm— • 

2 

(**) Sur le foUum double, yoyez Tarticie publié 
Fig. 79. dans ce journal, p. 73. 

(***) Cette figure sera publiée dans le prochain numéro. 
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EXERCIŒS 

Par M. Barislen. 

[Suilôf voir page 112.) 



11. — On donne une ellipse (E) et une droite (D) perpendiculaire 
au grand axe de Vellipse. D^un point quelconque de (D) on décrit 
un cercle de rayon quelconque qui rencontre (E) aux quatre points 
P, Q, R et S. Montrer que si F et P' sont les deux foyers de (E), 
on a les relations 

FP H- FQ H- FR + FS = constante, 
FT -f. F'Q + FR 4- F'S = constante. 

Soit 

(1) a;» + !/» — aAa? — 2By -h G = o, 
Téquation d*un cercle quelconque, et soit 

(2) 6«aj» H- ay — a«6» = o, 
Téquation de l'ellipse (E). 

Si on forme l'équation aux abscisses des points d'intersection du cercle 
et de l'ellipse, on trouve 

0*03* — 4Ao*c*aî* 4- = o. 

Si Xi , aB|, 0^3, 074 désignent les abscisses des points P, Q, R et S, on a 

... 4Aa» 

(3) a?, 4- a5j 4- 3?$ •+• aj4 = - • 

Or 

CXà ex» CXt CiX/L 

FP=a-^, FQ=a-^, FR = a - =^, FS = a - — *, 
a a a a 

ex, CXm CXm CXa 

FT = o4-— , F'Q = a 4-—, F'R = o4-~% F'S = o4-— • 
a a a a 

Donc FP 4- FQ 4- FR 4- FS = 4a — — (a?, + a^4-aî|4- 0^4) 
ou, en tenant compte de (3) 

(4) FP 4- FQ + FR + FS = 4a —^^. 
On a de même 

(5) F'P 4- F'Q 4- F'R 4- F'S = 4a + 1^. 

Or, A est l'abscisse du centre da cercle (1). Par conséquent, si A est 
constant, c'est que le centre du cercle se déplace sur une droite perpen- 
diculaire au grand axe de (E). Les expressions (4) et (5) sont donc bien, 
dans ce cas, des constantes, indépendantes du rayon du cercle. 

12. — Le lieu des points M, tels qu'en menant les tangentes 
MA et MB aune ellipse donnée, la droite qui unit r orthocentre du 
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triangle MAB au centre de son cercle circonscrit soit parallèle au 
grand axe, se compose du grand axe de VeUipse et d'une autre 
ellipse. 

Nous allons d'abord établir certaines formules générales qui pourront 
trouver leur utilité dans beaucoup de questions analogues à la question 
proposée. 

Soit (a, ^) les coordonnées d'un point M du plan d*une ellipse dont 
l'équation est 

(1) 6»aî» + aV = a*ô* 

La polaire du point M par rapport à Tellipse a pour équation 

(2) ô'orc + a«p2/ = a«6*. 

liOS coordonnées (x^Vi) (o^y^i des points A et B d'intersection de la 
polaire et de Tellipse sont données par la résolution des équations (1) et 
(2), de telle sorte que 

13» ^i + ^ = a«p-+ 6V' 

2a«6«p 

W 2/1 ■+■ y. = 



Proposons-nous de calculer les coordonnées du centre de gravité, du 
centre du cercle circonscrit et de Torthocentre du triangle MÂB. 

1* Coordonnées du centre de gravité du triangle MAB. — Les coordonnées 
de ce centre G sont données par les formules 

3X,, = a + 0?, + iCii, 

D^où, en tenant compte de (3) et (4) 

(6) g 2a^n , 

2* Coordonnées lu centre du cercle circonscrit au triangle MAB. -^ L'équa- 
tion générale des cercles passant par A et B est de la forme 

(7) X (6«x« f a V — o«6>) + (6>aaj + a^^y — a«6«) {b^ax — a«py + fc) = o, 
avec la condition 

,8, x=«-îâl±^*. 

En exprimant que la conique (7) passe par le point P , on trouve 

(9) * = - -^ («" + P">- 

L'équation (7) du cercle circonscrit à MAB devient^ en y portant 
les valeurs (8) et (9) 

Les coordonnées du centre G de ce cercle sont donc 

^^^» ^'-' 2(6»a» + aV) ' 

(11) Yc = ^^ ^ '^ ^ 



• • 



2(6V + a*p«) 
3* Coordonnées de Vortkocentre du triangle MAB . — Soit H cet ortho- 
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centre. On sait que les points H, G et G sont en ligne droite, que G 
est situé entre H et G et que GH = 2GG . On a donc 

Xh = 3Xo ^ 2Xc ) 
yH = 3YG - 2Yc, 

et, au moyen des relations (5), (6), (10) et (11). 

112) Xe-a ôv + a«p« ' 

(13) Yh~P 6a«. + a«p« 

Passons maintenant à la question proposée. L'équation de la droite 
HGG est 



X Y I 

Xc Yc I 
Xh Yh I 



= o 



ou 



(U) 



X Y 

feMa*+ P" + c«) a«p(a« + p" — c») 



__ ft'«(«' + p' — g^ — b^) _ a»P(a*+p«— a«— 6«) 



2 



= O^ 



6»a* + o»p> "^ 6*a« + a«p« 

Pour que cette droite soit parallèle au grand axe, il faut que le coef- 
ficient de X soit nul. On trouve alors 

p f(3a> — 26*) a* + a«p« — a>(3o« + 6*)] = o . 
Le lieu se compose donc de l'axe des y (ce qui est évident géomé- 
triquement), et de Tellipse ayant pour équation 

(3a« — 26*) a* + a>p« = a\3a* + 6>). 

Remarque. — On peut ainsi chercher le lieu des points M , tds que la 
droite HGG passe par le centre de Vellipse donnée. 
En faisant X = o Y = o , dans (14), il vient 

ap(a« + p> — a» — 6*)[6«a* + a>p* + 2a>6»] = o . 
Le lieu se compose donc des axes et du cercle de Monge 

a* + p« = a* + b\ 
Dans le cas du cercle de Monge, le point M se confond en effet avec 
le point H . et comme alors G est le milieu de AB , la droite GM 
passe bien par le centre de Tellipse. 

13. — Étant données deux ellipses concentriques et homothétiques^ 
d'un point quelconque M de l'ellipse extérieure on mène deux tan- 
gentes MA et MB à Vellipse intérieure. Le lieu du centre de gra- 
vité du triangle MAB est une autre ellipse concentrique et 
homothétique aux deux ellipses données. 

Soit 

(1) 6*a;« + aV — «*6* = o 
réquation de la plus petite ellipse, et 

(2) 6*x» + aV — fc* = o 
réquation de la plus grande. 

Si (a, p) sont les coordonnées d'un point M situé sur Tellipse (2), on a 

(3) 6 V + o»p* — fc* = o. 
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Les coordonnées du centre de gravité de MAB sont, d*aprô8 les éqaa« 
tions (5) et (6) de Tezercice 12 

^^' 3X = a + Ji^r+Ki' 

(5) 3Y = PH. ^"•'•P 



En tenant compte de (3), ces coordonnées deviennent 
(6) 3X = ?iL^-^^^"^"> 



(7) 3Y 






k* 

^élimination de a, p entre (3), (6) et (7) se fait alors immédiatement et 
on troave que le centre de gravité du triangle MÂB parcourt Tellipse 
ayant pour équation 

(8) 6.x. + ««y. = '*l±^*. 

Remarque. — On peut déterminer les valeurs de k pour lesquelles le 
centre de gravité a pour lieu l'ellipse intérieure. 11 faut alors que 

3k* ' 

ou {k* — ah) (k* — 2ah) = o. 

La première valeur A;* = ab correspond au cas évident où les ellipses 
(1) et (2) se confondent. 

La seconde valeur k*=: 2ab fait retrouver la propriété connue : 

Si d'un point M de l'ellipse ayant pour équation 

(9) b«x* + a«jr* — 4a«b» = o, 
on mène des tangentes à VeUipse 

(10) b*x» + a»j» — a«b« = o, 

le centre de gravité du triangle formé par le point li elles points de contacty 
parcourt la seconde ellipse, 

14. — Par un des sommets A du grand axe d'une eUipse donnée^ 
on mène une corde quelconque AM. Le cercle ayant pour diamètre 
AM rencontre l* ellipse en deux autres points T? et Q. 

y® Lorsque le point M se déplace sur VellipsCy la droite PQ passe 
par un point fixe. 

2^ Trouver la position du point M tel que le cercle de diamètre 
AM soit tangent à V ellipse. 

Soit 

(1) y = m(x — a) 

réquation de la droite AM. L'équation de la droite PQ doit être de la forme 

(2) y + mx + fc = o. 
L*équation du cercle passant par A, M, P, Q est donc 

(3) X (6»a;« + a*i/* — a*6*) + (|/ — nw? + ma) (y + wub + fc) = o, 

avec la condition 

I 4- w* 

(*) '■= :; — 
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Il faut encore exprimer que le centre du cercle (3) est sur la droite (1). 
Les équations du centre de (3) sont 

(5) 2X6"a: — m{y -^ mx -h k) -h fn{y -^ mx + ma) = o, 

(6) 2'ka'hj + (y + mx + A) 4- (y — mx 4- nia) = o. 

Il faut éliminer x ci y entre (1), (5) et (6), ou entre les trois équations 

(7) 2'kb^x — m (t/ + mx + &) = o, 

(8) 2'ka*y ^{y + mx-\'k) = o, 

(9) y — mx ■+• ma=zo. 
De (7) et (8), on déduit 

(10) b*x + a^my = o 
Les équations (9) et (10) donnent 

,.,. ahm} ab^ 

(11) X z=. « = • 

' a*m* + 6» ^ a*m^ -f 6« 

En portant ces valeurs, ainsi que la valeur (4) de X dans (7), on trouve 
(13) ^^_«m(a' + 6')^ 

c* 
!• L'équation (2) de PQ devient donc 



(13) y= — mj^aj ■ j ^J 



Par conséquent, la droite PQ passe par le point dont les coordonnées 

a{a* + 6«) 
sont X = r > y = o, 

^'^ La droite PQ sera tan js^ente à la conique pour la valeur de m obtenue 
en identifiant Téqualion (13) et la suivante 

(14) t/ = — ma? + yjàhn* + 6*. 

^ . . i~r-z zz am(a^4-b*) 

On a ainsi sja*m* -h &» = — ^—^ — -• 

c* 
D'où m = =t — -. 

2a* 

c> 
Pour la valeur m = — r, les coordonnées du point M sont 

2a* 

4a>ô»c a(a* + 6* — 6a«6«) 

V. =1 9 Xm =. — ^ ■ • 

^' (a>+6«)« * (a« + 6«)« 

Celles du point de contact du cercle et de l'ellipse sont 

_ ^^^* — ^* 

16. — On donne une ellipse de centre et un point fixe P 
dans son plan. Par le point P on mène une corde quelconque PAB : 
le cercle de diamètre AB rencontre V ellipse en deux autres points 
Aj et Bj. La droite A^Bj passe par un point fixe P^. 

Le cercle de diamètre kfi^ rencontre V ellipse en Aj et ^^. La 
droite A^B, passe par un point fixe Pj , Le cercle de diamètre 
AjBj rencontre r ellipse suivant la droite A3B3 qui passe par un 
point fiûce P, . Montrer que ces divers points Pj , Pj , P„ P4 , . . . P^ 
sont distribués sur deux droites passant par le centre de V ellipse. 
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Si le point P se déplace sur une ellipse concentrique et de mêmes 
directions d'axes que V ellipse donnée^ les diverses droites PP^, 
P^P,, PjP,, PjP* ... enveloppent des développées d! ellipse, 

16. — En chaque point M d*une ellipse on mène deux cordes 
MP, MP' également inclinées sur la normale en M. et deux cordes 
MS et MS' rectangulaires. 

/® Montrer que les diverses droites PP' passent par un point 
fixe Q situé sur la tangente en M et que les diverses droites SS' 
passent par un point fixe R situé sur la normale en M. 

2^ Lorsque le point M se déplace sur rellipse donnée, le lieu du 
point Q est une kreuzcurve et le lieu du point R est une ellipse. 

3^ Les droites MO et OR sont également inclinées sur les axes 
de Vellipse (0 est le centre de Fellipse). 

4** Si on abaisse les perpendiculaii^ MH et MK sur les axes 
de l'ellipse, le rapport de Vaire du triangle OMR à faire du rec- 
tangle MHOK est constant. 

ô° Si on abaisse la perpendiculaire OQ' sur OQ et la perpen- 
diculaire OR' sur OR, le produit de Vaire du triangle OMQ par 
Vaire du rectangle MQ'OR' est constant. 

17. — Par un point situé sur une conique donnée on mène 
deux cordes variables OA et OB, telles que la somme des tan- 
gentes trigonométriques des angles que font chacune de ces cordes 
avec la tangente en à la conique, soit constante. 

1^ Les cordes AB passent par un point fixe P. 
2^ Ce point P parcourt une ligne droite si on donne d la cons- 
tante toutes les valeurs possibles. 

18. — Si par un point M d'une ellipse on mène deux coriies 
MP, MP' également inclinées sur la tangente en M, le lieu du 
point de rencontre de PP' avec la tangente en M est la kreuzcurve ^ 
lieu des pôles de la corde normale en M. 

C'est une conséqaence directe de l'exercice 16. 

19. — Les cordes qui unissent un point M d*une ellipse à ses 
deux foyers F et F' rencontrent de nouveau la courbe en P 
et P'. La droite PP' passe par le pôle de la corde normale en M. 

Cette propriété découle de Tezercice 18, puisque les droites MFP et 
MFT' sont également inclinées sur la tangente en M« 
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20. — Par le point Q de la corde normale en M. à une 
conique, on mène une sécante quelconque qui rencontre la conique 
en P et P'. Les droites MP et MP' sont également inclinées 
sur la normale en M. 

G^est encore une conséquence de rexercice 16. 
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le signaler à l'attention des lecteurs de ce journal. 



CONCOURS GENERAL 



MATHEMATIQUES SPECIALES 
(22 MAI 1896) 

1* Étant donnée une conique E, fixe, on considère les coniques S 
ayant mêmes axes que E, telles qu'il existe une infinité de triangles 
inscrits dans E et circonscrits à S. 

Les normales aux trois sommets de ces triangles sont concourantes. 
S* Parmi les coniques concentriques à E, n*y a-t-il que les coniques S 
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qui jouissent de cette propriété? (Qu*il existe une infinité de triangles 
circonscrits à ces coniques et inscrits dans E.) 

3* Existe- t-il des coniques S pour lesquelles les normales aux trois 
sommets d'un des triangles PQR passent par les pôles P'Q'R' des 
côtés opposés? 

h* Lieu du centre du cercle conjugué au triangle P'Q'R'. Enveloppe 
de ce cercle. Lieu du point de concours des normales aux trois sommets 
de PQR. 



QUESTION 416 

Solation anonyme. 



Si R', R" sont les rayons de courbure aux extrémités de deux 
diamètres conjugués d'une ellipse K, et R le rayon de courbure à 
l'extrémité d^un des diamètres conjugués égauXy on a 

R'3 4- R''3 = 2R3 . 

(G. Tzizeica.) 

Cela revient à demander de prouver que le premier membre 
de cette égalité est constant quels que soient les diamètres 
conjugués. 

Appelons d', d" les longueurs des demi-diamètres conju- 
gués. Ces demi-diamètres sont égaux aux longueurs des tan- 
gentes menées à leurs extrémités et limitées à leur rencontre. 

R' d"^ 
En vertu d'un théorème connu (*), on a alors =rr = -rr» 

R a' 
2 222 

R'3 d^t R'3"4. R^â^ R^â^ 

d'oîi — r =-^77, par suite — ; r— = -3-- . Il suffit 

^h\ ^ ' ^'' -+■ 6* d'» 

alors de prouver que le second membre est constant, ou, ce 

•un 

qui revient au même, que — • = const. 

a 

Appelons h la perpendiculaire abaissée du centre de E 

sur la tangente à cette courbe au point pour lequel le rayon 

de courbure est R", on sait que (**) Wh = d'*. Le rapport 

précédent peut donc s'écrire -=-7; et ce rapport est constant, 

(*) Voir Principes et développements de Géométrie dnémaliquey p. 53. 
(••) Loc, cit., p. 33. 
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puisqu'on appelant Ô l'angle des diamètres conjugués, le 
dénominateur de ce rapport est égal à d' d" sin ô, donc, etc. 

Autrement : Soient a, b les demi-axes de E et d\ d'' les demi- 
diamètres correspondant à R', R'^ comme il est dit dans 
l'énoncé de la question 425. 

4 4 

On a R' = ^, ^ =^' ^* ^^^^* ^'' ="^* 



d"* 



Par suite R'3 •+■ R"3 = a^ 63 1—^^\. 

Gomme les diamètres de longueurs d' et d^ sont perpendi- 
laires l'un à l'autre, on peut écrire 

R'3 + R"3 = a3 63 (-.-+.--). 

Le second membre est constant et la propriété est établie* 

Nota. — Nous avons reçu d*autres solutions de M"« V» F. Prime et de 
MM. Barisien, Droz-Farny. 

M. Ë. FouGART nous £Biit observer q[ue ce théorème a été énoncé sous 
une autre forme par M. Brassine qui, dans les Nouvelles Annales^ Ta proposé 
comme question sous le numéro 105. Voici d^ailleurs cet énoncé : 

Considérons comme coordUmnées rectangulaires d'un point les rayons de cour- 
bure des extrémités des diamètres conjugués d'une même eUipse ; le lieu de ces 
points est (^enveloppe d'une droite de longueur constante^ inscrite dans un angle 
droit. 

On sait que la courbe considérée est Vhypocydo'ide à quatre rehrou^sse- 
ments. 



QUESTION 486 

Note à propos de cette question, par M. A» Mannheiin* 



Par chaque point d'une courbe C, on mène une droite faisant 

avec une direction fixe le même angle que la tangente en ce point. 

Construire le point où elle touche son enveloppe. 

(E. Duporcq.) 

Sur la droite mb (fig. /j, qui fait avec une droite donnée le 
même angle que la tangente m^ à G, on obtient le point b 
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oîi elle touche son enveloppe F en projetant le point a, symé- 

triqae, par rap- 
port à m, du 
centre de cour- 
bure (A de la 
courbe G. 

Construire le 
centre de cour- 
bure OL de la 
courbe F pour 
le point b? 

On prend la symétrique, par rapport à (a, du centre de cour- 
bure \i! de la développée de G et Ton projette ce point sur ab: 
le point c ainsi déterminé est le symétrique, par rapport à a, 
du centre de courbure a (*). 

Lorsque^ pour une certaine courbe G, on connaît le point a, on 
peut inversement déterminer le centre de courbure de la développée 
de G. 

Gela se présente lorsque G est une hyperbole équilatëre, 
parce que, dans ce cas, F se réduit au centre de l'hyperbole. 
Prenons (fig, i) les asymptotes bx^ by de l'hyperbole, la 
droite pq qui touche cette courbe au point m et la droite mb 
qui fait avec bx le même 
angle que cette tangente. 
Les perpendiculaires aux 
asymptotes élevées do p 
et de q se coupent en r. 

On sait que le centre de 
courbure [a est sur la nor- 
male m(A le milieu du seg- 
ment intercepté sur cette 
droite par rp et rq. Il ré- 
sulte de là que r\t. est 
perpendiculaire à mr et 
par suite que a, symé- p. ^ 

(*) Ces résultats s'obtiennent facUement en employant les procédés que 
j^ai donnés dans mon Cours de géométrie descriptive et dans mon ouvrage : 
Principes et développemerUs de géométrie cinématique. 
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trique de (jl par rapport à m, se projette au point 6, sur mb, 
comme cela doit être. 

Sur ba perpendiculaire à bm prenons le point c, symé- 
trique de b par rapport à a : nous savons, par ce qui pré- 
cède, que la perpendiculaire ceiicb rencontre la normale fxe 
à la développée de Thyperbole en un point e qui est, par 
rapport à (a, le symétrique du centre de courbure v de la 
développée de l'hyperbole. 

On voit par la construction de e que [ue = SfA^, donc : le 
rayon de courbure [l^^ de la développée de F hyperbole est égal à 
trois fois le segment [xg, c'est-à-dire trois fois le segment intercepté 
sur la normale de la développée par la normale m;jL de l* hyperbole 
et le diamètre bg de cette courbe. 

On retrouve ainsi une construction que Mac-Laurin a donnée 
pour obtenir le centre de courbure de la développée d'une 
conique. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



497. — Discuter la courbe représentée par l'équation 

C'SO 
x= -—y 



_ i/ ^^ ' i/ ^^ 

/ / cos*ô\ . /p_V4— cos*e V 4— C08«Q 



co8»e " 



y* 



V 4— cos*ô Y 4-co8*e 

dans laquelle 6 désigne l'angle des axes. 

Démontrer que les triangles formés par la tangente, l'or- 
donnée et Taxe des x sont tels que la somme des carrés des 
côtés est constante (*). 

(Juan J. Duran-Loriga, commandant d'artillerie, à La Corogne.) 

(•) Si 6 = 90*» réquation se réduit à 

^ VPH-VP + y" - 
Dans ce cas, la longueur de la tangente est constante. La courbe proposée 
est donc une généralisation de la spirale tractrice. (Voyez Painvin, 
Géom. An,, p. 79^.) 
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498. — On considère une ellipse E, sa podaire du centre P, 
et la courbe £, polaire réciproque de P par rapport à E. 
Montrer que Taire comprise entre l'ellipse E et la courbe £ 
est équivalente au tiers de l'aire de la développée de E. 

(E.'N. Barisien.) 

499. — On donne une ellipse. Par un point i, on mèae 
une corde arbitraire ab et l'on prend son pôle c, par rapport 
à l'ellipse. Déterminer le point i, de façon que tous les 
triangles, construits comme abc^ sur les cordes passant par ce 
point, aient môme orthocentre. (Mannheim.) 

500. — Soient M. et N le pôle tangentiel et le pôle normal 
relatifs à une corde AB d'une conique donnée. 

Le lieu des points M, tel que MN soit parallèle à un des 
axes de la conique, est une conique. 

Trouver, en outre, le lieu des points N, l'enveloppe de la 
corde AB et le lieu du point de concours des droites AB 
et MN. (E.-N. Barisien.) 

601. — On considère une ellipse E et le cercle £ concen- 
trique à E et ayant pour diamètre la somme des axes de E. 
11 existe une infinité de triangles ABC inscrits dans £ et 
circonscrits à E. 

Soient A', B', C les points de contact des côtés de ABC 
avec E. 

Montrer que : 

1^ Les normales à E, en A',B',G' concourent en un point N; 

2® Ce point N est le symétrique, par rapport au centre 
de E, de l'orthocentre H du triangle ABC. 

3^ La longueur NH est constante et égale à la différence 
des axes de E. (E.-N. Barisien.) 

502. — Une circonférence (C) de rayon donné a son centre c 
sur une circonférence fixe (0). On prend l'axe radical de 
(C) et d'une autre circonférence de cercle fixe (0'): quelle est 
l'enveloppe de cet axe lorsque c décrit (0)? 

Déterminer géométriquement le point où l'un de ces axes 
radicaux touche son enveloppe et les directions asymptotiques 
de cette courbe. (Mannheim.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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NOTE SUR UNE SURFACE REMARQUABLE 

DU QUATRIÈME ORDRE 
Par M. €}• Itfeinekugel, ingénieur hydrographe. 



Dans le Journal de Mathématiques spéciales du mois d'avril 
dernier, je proposais la question suivante (*) : On considère deux 
quadriques (S) (£') se raccordant suivant une courbe plane (G) 
et dans le plan de cette courbe on en prend deux points (t, a'. Les 
quadrilatères plans dont deux sommets opposés sont (t, (/, dont deux 
autres sommets opposés dérivent la quadrique (2), la droite qui les 
joint restant tangente à (2') ont leurs autres sommets qui décrivent 
deux quadriques. 

M. Mannheim voulut bien me prévenir que la question devait 
être inexacte. Si l'on coupe les deux quadriques (2) (£') par 
un plan passant par la droite aa', on 
doit chercher dans ce plan le lieu des x/ 

points tels que a (fig. 4), (s) et («') x^^' 

étant les coniques de section de ce plan y / 

avec (S) (£')• Or, en traçant la tangente >^^^^^^ 

mq on a un autre point p du lieu ; d'où, y^ )Jj 

sur d'i», trois points du lieu c', a, P; y^- V-ffi 

par suite il paraissait inexact que a et p / , J/ 

décrivent deux coniques, ces points ne i $ K:i:=ïis==*^'' 

se distinguant pas nettement l'un de 

l'autre. Mais, comme nous le montrerons, le point 9' est un 

point double : finalement a, p décrivent bien^ chacun, une 

conique. 

J'en avais conclu, puisque tout plan passant par aa' coupait 
la surface lieu des points cherchés suivant deux coniques 
bitangentes en 9, a', que cette surface devait être constituée 
par deux quadriques. Mais comme M. deLongchamps me l'a fait 

(*) Question 492. — Le présent article répond à la question posée ; une 
légère inexactitude peut, comme le prouve cette note, avoir parfois de très 
heureuNes conséquences. G. L. 

JOUBIUL DE MATB. SPÉC — 1896. 7 



ii6 JODBRÂL DK MÂTHiUTIOCBB SPtCUIM 

remarquer, il n'était pas prouvé qu'il n'existait pas une surface 
du quatrième ordre jouissant de cette propriété d'être coupée 
suivant deux coniques par tout plan passatU par une droUe. 

Cette surface du quatrième ordre existe, nous allons le mon- 
trer. Nous en donnerons deux générations et nous indiquerons 
quelques-unes de ses propriétés remarquables. Noua montre- 
rons aussi qu'il existe deux droites A, A' telles que tous les 
plans tournant autour de ces droites coupent cette suriace sui- 
vant deux coniques. 

1. — Voici une première génération du lieu: prenons un 
point P de la droite sa' ou A et coasidérona le cône (A) 
circonscrit de ce point à la quadrique (£'). Chaque généra- 
trice de ce cône ren- 
coutre la quadriqae 
(£) en deux points 
qui, joints à a, o', 
donnent des droites 
qui se coupent en des 
points du lieu. En 
résumé, si l'on consi- 
dère les deux cônes 
de sommets a. a' et 
passant par la courbe 
d'intersection du 
cône (A) et de la qaa- 
drique (S); ils se 
coupent suivant une 
courbe du huitième 
j-, ordre dont une partie 

appartient au lieu 
cherché. Ces deux cônes ue sont pas du quatrième ordres 
ils sont constitués chacun, comme nous allons le montrer, 
par deux cônes du second ordre. 

Remarquons, en effet, que les surfaces (A) (£} circonscrites 
toutes deux h une même quadrique (!.') se coupent suivant 
deux courbes planes (C,) (G,) ; ces plans passent par la droite 
Al, polaire du point F par rapport à la conique (C). Les 
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cônes considérés précédemment se divisent donc en quatre : 
(Ti), (T,) de sommets {<s) et de bases (GJ (G,), 
(Tl), (%) de sommets (d^ et de bases (G^) (G,). 

Or, observons que ces cônes ayant déjà en commun des 
courbes planes se coupent suivant quatre coniques. Les cônes 
(T|) (T2) ayant leurs bases (CJ (G,) sur un môme cône (A) et 
la ligne de leurs sommets (r/ passant par le sommet P se 
coupent par suite suivant deux courbes planes. Pour la même 
raison, les deux cônes (T,), (Tj) se couperont suivant deux 
courbes planes. Nous allons montrer que deux de ces courbes 
planes qui font seules partie du lieu, sont situées dans le plan 
polaire (P) du point P par rapport à (£') et que les deux 
autres sont à éliminer. 

Déterminons dans les deux cônes (T^) (T2) les plans des 
courbes planes. Goupons ces deux cônes par un plan passant 
par A, il coupe les quadriques (£'), (2), (A) suivant les 
coniques: (*'), (s), (A^, A,). Les génératrices du cône (Ti) sont 
<TPi, (yg^,; celles du cône (T2) : <i'P2»<t'Ç2; les points fAi,fAi, (x,,!*^ 
appartiennent à Tintersection des deux cônes (T|) et (T2). 

Les points il^ , fx, sont évidemment sur la polaire p de P 
par rapport à {s'). Quant à la droite fAgfA^, c'est la polaire 
du point Tt d'intersection de p et de A, par rapport à la 
conique {s'). En effet, dans le quadrilatère (a,[X4(t9', le point 
de rencontre des deux côtés opposés [a^^a^ et <s<t' est conjugué 
harmonique du point de rencontre de w' avec (x^pt, ou p. Il 
en résulte que [/.^ii.^ passe par le point P et rencontre la 
droite p en un point tc' conjugué harmonique de tc par 
rapport à fx^ix,. Quand le plan par lequel nous avons coupé 
les deux cônes va tourner autour de la droite A, la droite 
fXifjLj va engendrer le plan polaire (P) de P par rapport à la 
quadrique (2'), qui est Tun des plans de Tune des conique (y^) 
d'intersection. Quant à la droite (/.sfx^, elle va engendrer le 
plan passant par le point P et la droite \ , polaire du point tt, 
dans le plan (P), par rapport à cette conique (yj. Ge plan 
est celui de la seconde conique (8J d'intersection des deux 
cônes. 

Il en est de même de l'intersection des deux cônes (T,) (T[) 
qui se coupent suivant deux coniques, dont l'une (y,) est 
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dans le plan polaire (P) et dont Tautre ($,) est dans nn plan 
passant par P et la polaire X, de tz par rapport à cette 
conique (vj). 

Il y a lieu d'éliminer les coniques (S^) ($,) comme ne faisant 
pas partie du lieu ; en effet, prenons un des points {a, ^ par 
exemple, si on le joint à a, ts\ ces droites rencontrent la 
conique {s) en des points 9^, q'^ et la droite q^q^ n'est pas 
tangente à («'). 

Lorsque le point P va se déplacer sur A, les plans (P) 
passeront tous par la droite A' conjuguée harmonique de A 
par rapport à (S") ou (S). En résumé, la surface lieu des points 
cherchés est coupée suivant deux coniques par tous les plans 
passant par la droite A'. 

IL — Nous allons montrer par une deuxième génération de 
cette surface qu'elle est du quatrième ordre et que tous les 
plans passant par la droite A la coupent suivant deux coniques. 

Si dans le plan de section des deux cônes (TJ, (T,), définies 
précédemment, nous considérons tous les points P de A, nous 
aurons à chercher le lieu des points \i.^ , [4 (fig* S), 

Soient ap - X^'y» + o (s'), «P - Ia*ï* = o {s) 
les équations de {s) (s') ; l'équation de p^q^ sera 

p'a — 2pXY + p = o; 
les droites op^, cq^ ont pour équations 

p>a — 2pXY + î—^ = OU pa = Y [X ± V X* — [x*] ; 

de même les droites fs'p^ , (s'q^ ont pour équations : 

p.» ^ - 2pXY H- p = o OU p[x*Y = p [X ±: /X« - fx»] . 

Si l'on prend pour équation de 

(<yPi) pa = Y[X + /X* — HL«], 

ap, aura pour équation 

pa = (X - )/\^ - ,x«)y. 

Mais puisque a'Pi rencontre opi sur la conique (5), ts'p^ 
rencontre vp, sur («) ; ces droites ont pour équations 

((t'p,) pYfx» = p [X -h v/^* - f^*] WPt) m^ = P [X - v/^* - V-'] ; 

d'oh pour le lieu de (A| 
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(ïi) «P = l^*Y ' ; 7rf==T ' 

X — V X* — fit' 

et pour celai de (x, 

(Ys) ap = |i.>v:; /,, > 

X -f- /X* — (JL« 

qui représentent deux coniques bitangentes aux coniques 
(s) {s') aux points (t, 9'. Ainsi tout plan passant par A coupe 
cette surface suivant deux 
coniques. Il résulte de là 
que cette surface est du 
quatrième ordre, puisque 
la droite A comme nous 
allons le montrer ne fait 
pas partie du lieu. Cette 
surface présente deux 
points doubles en 9, a 
et, de plus, d'après la re- 
marque sur ces coniques 
(Yi) (Ï2) ^^^ plans tangents 
communs aux quadriques 
(£) (ïd) aux points (t, a sont tangents à la surface du quatrième 
ordre en ces points doubles. 

Nota. — La surface ne contient pas la droite 99^ ou A. En 
effet, coupons les deux quadriques (£) (2') par un plan pas- 
sant par A et un point M infi- 
niment voisin de cette droite. 
Pour que ce point M soit un 
point du lieu, il faudrait que 
la droite p^q^ puisse devenir 
tangente à la conique {s'); 
or, lorsque M tend vers A, 
PiÇ% ^^ P®^t ?^® tendre vers A. 

La surface lieu des points cherchés étant du quatrième 
ordre, on voit que la droite A' rencontre cette surface en 
deux points doubles, c'est-à-dire que les coniques d'intersec- 
tion de cette surface et de tous les plans passant par A^ se 
croisent en deux seuls points (t^, <T| de cette droite ; sans cela, 





j j 
j w 
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la droite A' en ferait partie, ce qui est impossible (tout plan 
contenant cette droite donnant deux coniques). Nous allons 
montrer que ces points doubles <Ti,9i ne sont autres que les 
points réels ou imaginaires oii la droite A' rencontre (£'). 
Considérons, en effet, l'un des points oli A' rencontre (£'), le 
plan tangent en ce point, passe par A, d'après la deuxième 
génération, tout plan passant par A coupe la surface suivant 
deux coniques. Or (£') est coupé suivant une conique éva- 
nouissante (au cas où a, </ sont réels) composés de deux 
droites imaginaires passant par ces points (x, ^ ; d'après le 
mode de génération du lieu dans ce plan (passant par A) on 
voit que les deux coniques coïncident précisément avec cette 
conique évanouissante. Conclusion : les deux points où A' 
perce (£') sont deux autres points doubles et les plans tan- 
gents en ce point à (£') sont les plans tangents à la surface 
du quatrième ordre. En résumé, cette surface du quatrième 
ordre possède deux points doubles sur A, deux sur A' et tout 
plan passant par l'une de ces droites^ la coupe suivant deux 
coniques. 

Remarque. — Cette surface ne peut être considérée comme 
formée de deux quadriques, car, ayant deux plans tangents 
communs en <r, a', qui sont des points doubles, elles se coupe- 
raient suivant deux coniques; comment expliquer alors la 
présence des deux autres points doubles (Ti , <5\ ? 

SUR LES QUARTIQUES BI- CIRCULAIRES 

Par M. Elgé. 



1. — Pour étudier les quartiques bi-circulaires, on peut 
prendre pour origine un point remarquable que nous nom- 
merons point fondamental de la quartique. Voici comment 
le point peut être mis en lumière. 

En désignant par cpi^ une fonction homogène des lettres a?, y, 
de degré k , on sait que l'équation générale des quartiques 
bi-circulaires est (axes rectangulaires) 

(a?* -H y*)" -h (aj* -f- y^){ax + py) + (p, + (p^ 4- 90 = o. 

Transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, en un 
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point G, de coordonnées â/, y'; les formules de transforma- 
tion sont âS :=: X + â/y 

y = Y -h t/', 
et l'équation devient 

(X« -+- Y«)« 4- (X« + Y*)[(a + 4a/)X -h (p 4- 4y')Y] + . . . = o. 

En posant a + 40?' = o, p 4- 4y' = o, 
on voit que Téquation de la quartique, dans ce système d'axes, 
est 

(1) (X« -h Y*)* + *, 4- ^1 -H «»o = o, 

^n désignant une forme de degré k des lettres X, Y. 

La nouvelle origine est le point qae nous avons nommé, toat 
à rheure, point fondamental de la quartique. 

2. — La considération de ce point est avantageuse dans 
rétude des quartiques bi-circulaires ; nous le montrerons par 
un exemple. 

Soit A une transversale coupant la quartique bi-circulaire TJ 
aux points P, Q, R, S; du point fondamental G, pris pour 
origine, abaissons une perpendiculaire GH sur A et soient 
^o« 1/0 ^^s coordonnées du point H. L'équation de A est 

— — ^ = 9 

m n 

m, n, désignant les cosinus directeurs de A. Les droites 
A, GH étant perpendiculaires, on a 

-A = - I 
m a?o 
et, par suite, m* + n' étant égal à l'unité, 

- Vo «0 

m = — * w = 



\/4 -hyl \/4 +1^0 

Les coordonnées d'un point de A seront donc données par 

les formules x = x^ ^ '^ > 

v4 4-yo 

On en déduit a;* 4- y* = a^ 4- yî + p*. 
Si nous cherchons l'intersection de U avec A, il faut former 
l'équation en p, déduite de(l), 

(a« 4- p* 4- p»)* 4- . . . = 0, 
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la partie non explicitée de cette équation ne renfermant que 
des termes du second degré en p, comme le prouve la forme 
algébrique de Téquation (1). Finalement, les distances du 
point H aux points P, Q, B, S' sont les racines d'une équation 

de la forme 

p* H- ap* -♦- 6p + c = o. 

La somme des racines étant nulle, le point H est à égale 
distance des milieux co, (ù' des segments PQ, BS ; CH étant 
perpendiculaire sur A, le point G est donc, d'après cela, 
à égale distance des points od, «o'. Nous pouvons alors énoncer 
le théorème suivant : 

Théorôme. — Dans toute quartique U-drculaire il existe 
un point G qui est équidistant des milieux des segments (convena- 
blement choisis) interceptés par la quartique sur une transversale 
quelconque. 

3. — Dans le cas particulier oh Ton considère la lemniscate^ 
le théorème précédent a été signalé dans VEducational Tim^es 
sous le n<* 1095, au mois d'avril 1894, dans la forme suivante : 
Une ligne droite coupe les deux boucles d'une lemniscate; la pre- 
mière^ aux points P, Q; Vautre, au^ points Y, Q'. Démontrer que 
les milieux des segments PQ, P'Q' sont à égaie distance du centre 
de la courbe. 

DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DÉFINITION 
ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par II. Anbry. 

(Suite^ voir page 130.) 



28W8(*)i — Si les ordonnées à égales distances d'une cer- 
taine est d'entre elles, ont une somme constante, la quadrature 
est facile : tel est le cas de la sinusoïde relativement à l'or- 
donnée de son point d'inflexion. 

Si la somme des mêmes ordonnées estégale à celle d'une 
courbe connue, la quadrature de la première s'ensuivra. Soit 

(*} Nous donnons page 153 la figure 81 qui appartient au § 28 et qui n'avait 
pu être placée dans le numéro précédent. 
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la cycloïde AMB (fig. 76), Considérons les deux ordonnées PM, 

P'M', symétriques par rapport au centre 0, et que nous 

pousserons jusqu'à la 

circonférence BD en N 

et W : la somme des 

ordonnées MF, MT' est 

égale à NS ; il s*ensuit 

que l'aire de la cycloïde 

est égale à celle de la 

surface XDAY. 

C'est au fond la dé- 
monstration donnée par 
Descartes dans une 
autre lettre à Mersenne, 
de la même année 1638, 
et les trois que donne 
Torricelli (loc. cit.). 

La piriforme y* 
= a;'(i — a?) est suscep- 
tible d'une quadrature 
analogue (*), de même 
que la courbe y = ax* 
•4- 605", n désignant un 
nombre impair. 

En coordonnées po- 
laires, il en est de même 
si les carrés des rayons 
vecteurs pris symé- 
triquement ont une 
somme constante. Par 
exemple, pour la rosace 
p = sin Ad), prenons en 
effet les vecteurs faisant 




Fig, 84, 



7t 



des angles égaux avec celui correspondant à w = t> l«i somme 
de leurs carrés sera constamment égale au carré du rayon, et 



(•) Ossian Bonnet, N, A, if., 1844. 
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par conséquent la somme de leurs éléments sera égale au sec- 
teur élémentaire correspondant du cercle. Donc l'aire d*une 
feuille de rosace est égale à la moitié de celle du secteur 
circulaire circonscrit. 

Dans tous ces cas, on ne peut avoir la quadrature que pour 
certaines portions des courbes. 

29. — Les propriétés du cercle peuvent être utilisées dans 
beaucoup de cas. Par exemple, soit: l^lacissoïde OlAffig, 82) 

déduite de la relation OM = KN. On 
a successivement 
ÔM* = ÔK^+ Ô^- 2.0N.0K 
= (OK* - ON^ 

_ 4-J2.ON* -_2.ON.OK) 

_ = OK*^- ON* - 2.AN'; 

OM-.dcD=OKlda)-()N*dcD- 2.AN*,da); 
^- **• sec t. OMM' = élém. NK' - 2 sect. NN'A ; 

sect. OM = tri. mixt. NKA — 2 seg. NA. 
C'est à peu près ainsi que Huygens est arrivé à la quadra- 
ture de la cissoïde. 
_2« Soit la strophoïde OM (fig. 83) ; on a MN = NK, d'où 

OM* = (2^N - OK)» 

= 4JC)N* - 4.ON.OK -4- OK* 
=:0K'-4.qN(0K- ON) 

=0k*j-4.AN*; _ 

OM*.du) = OK^.do) - 4.AN*.da); 
sect. OMM' = tri. OKK'-48ecLNAN'; y- p^ ^^ 
sert. OAM = tri. OKA - seg. AN. 

3^ Soit la circonférence EA (fig, 84) et le point extéiieur 0. 
Sur la sécante quelconque OL, on prend OM = KL; soit à 

quarrer le lieu du point M. On a 
OM* . dco = (OK -OL)*da> _ 

= OK*.d<o -h OL\diù - 2.0B*.d<o; 
donc 
sect. él. OM = sect.él. OK -h sect. él. OL 

— 2 sect. él. OH, 
et ,par suite, 

sect. OMN = sect. OKD -h sect. OLA - sect. OHE. 

Si la circonférence E est vue du point sous un angle 





Fig. 8â. 



r 
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droit, le lieu de M est une lemniscate (*). De là, la quadrature 
de cette courbe. 

4® Nous signalerons les rosaces, etc., comme pouvant faci- 
lement se quarrer par différents moyens, en outre de celui 
résultant de la considération de la ductévolution. 

30. — Soit à quarrer la conchoïde MB (fig. 8S) de la courbe 
AK. Aux divers vecteurs OKM, OKM, . . ., menons les droites 
perpendiculaires KL, KL, ..., et achevons les rectangles 
KN, KN, ... ; puis, par le point A, le 
secteur circulaire GLB ayant un angle 
au centre égal à MOB. Ce secteur aura 
une surface équivalente à la somme des 
petits secteurs LNM, LNM, ...La somme 
des rectangles, ajoutée à ce secteur AGB, 
donnera donc la surface KABM. Or cette 
somme de rectangles est égale au rectangle 
ayant pour base AB et pour hauteur ^^- *^* 

la somme KL ■+• KL -f . . . C'est la recherche de cette somme 
qui constitue donc la seule difficulté. 

1® Si, par exemple, KA représente une droite perpendi- 
culaire à OA (fig. 86)j la conchoïde sera celle de Nicomède. 





Fig. 86. 



Prenons 


KA:-OK,HA-OH; puis 




a.b 
AJc 




, a.b 
nm — -T-r > 

A.n 


on aura 




KL 
OA 


KH HL KH + HL 
0H~ AH~ OH + AH* 



(*) Cette construction (*) peu connue de la lemniscate est due à Mac Lau- 
rin (loc. cit.). On sait au reste qu'elle peut également se construire d*un 
mouvement continu comme cas particulier de la courbe de Watt : il suffit 
que la bielle soit égale à la distance des centres de rotation des manivelles, 
les circonférences décrites par les extrémités de celles-ci se coupant à 
angle droit (Garbonnelle). Il est facile de voir d*ailleurs que si, au lieu de se 
couper, les deux circonférences sont tangentes, le lien de la bielle décrit 
la courbe p = i — 48in*(i). 

(*) c'est la constractlOD que f avais retroavée poar construire la tangente à la lemniscate 
par rapi^lication du principe aea transversales réciproques et que j'ai reproduite dans ma 
Géométrie analytique. G. L. 
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Le dénominateur du dernier rapport est égal à khj et le 

numérateur à 

àK - AH + OK - OH = AA - AA = kh; 

KL kh 1 

par conséquent Tvï ~ 77» I 

d'oïl AB.KL = AB.54^ = T^A* = hn.kh. 

An An 

Les deux rectangles élémentaires KP, kn sont donc égaux, 
et la somme des rectangles analogues à KP esl égale à la 
surface déterminée par la courbe Am, laquelle est une hyper- 
bole équilatëre. 

« Fermât a le premier annoncé que la conchoïde se quarrait 
par des surfaces circulaires et des surfaces hyperboliques. 11 
était probablement parvenu à la découverte de cette vérité par 
le moyen de la méthode analytique de quadrature des courbes 
indiquée dans son traité. (De œq, local, et transm, et emend.) 

Dans l'ouvrage intitulé De conchoid. et cissoid. eocerdt. géom. 
(Toulouse 1696), Nicolas a donné de la conchoïde une quadra- 
ture géométrique moins simple que la précédente. 
2® Soit le limaçon MB (fig. 87} : les cordes AH, AL no 

différent que d'un infiniment 
petit du second ordre, donc KH 
est la différence des deux cordes 
AK, AL, ou l'accroissement de 
AL, et la somme des éléments 
HK est égale à ÂK. 
On a ainsi 
Fig. 87. auj.f ^ MKAB = sect. ABC + 6 . AK. 

Le limaçon a été quarré pour la première fois par Boberval. 

(A suivre.) 

— — -^ 
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De rinflni mathématique, par Louis Gouturat, agrégé de phUosophie, 
licencié es sciences mathématiques, docteur es lettres. (1 vol. gr. m-8* 
de xxiv-668 pages, 35 figures, 12 fr. — Félix Alcan éditeur.) 

Cet ouvrage est une apologie de Tidée d^infini. La première partie est 
destinée à Justifier le nombre infini par son analogie avec les autres 
extensions du nombre : nombres fractionnaires, négatifs, irrationnels et 
imaginaires. Après avoir critiqué la généralisation arithmétique du nombre, 
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puis sa généralisation algébrique, Tauteur en expose la généralimtion géomér 
trique f qui justifie les diverses extensions du noJtibre par leur application 
aux grandeurs. 11 applique la même méthode critique à Vlnfim mathéma- 
tique, et montre qu'il se justifie aussi par Tapplication du nombre à la 
ffrandeur l'infinie, dont la considération s^impose à la géométrie et à 
l'analyse. 

Dans la seconde partie, l'auteur, remontant aux principes philosophiques 
de la mathématique, étudie Vidée de nombre, puis Vidée de grandeur; il 
critique la théorie empiriste du nombre proposée par Helmholtz, et lui 
substitue une théorie rationaliste. Puis il discute la critique de Vinfini, en 
montrant que toutes les prétendues contradictions inhérentes à la notion 
d'infini viennent de l'assimilation illégitime du nombre et de la grandeur. 
Enfin il tire de son travail des conclusions relatives à la théorie de la con> 
naissance, et le termine par un essai de solution des antinomies de Kant. 

L'ouvrage se termine par un .appendice consacré à l'exposition et à la 
discussion de certaines théories mathématiques de MM. Weierstrass, 
Dedekind, Kronecker et Tannery, et surtout à un résumé de la théorie 
des ensembles et des nombres infinis de M. Georg Gantor. 

Traité d'analyse, par Emile Picard, membre de l'Institut, professeur 
à la Faculté des Sciences. — Quatre beaux volumes grand in-8*, se 
vendant séparément. 

Tome I : Intégrales simples et multiples. — L^équation de Laplace et 
ses applications. Développement en séries. — Applications géomé- 
triques du Calcul infinitésimal. Avec figures; 1891 15 fr. 

Tome II : Fonctions harmoniques et fonctions analytiques. — Intro- 
duction à la théorie des équations difiérentielles. Intégrales abéliennes 
et surfaces de Riemann. Avec figures ; 1893 15 fr. 

Tome III : Des singularités des intégrales des équations difiérentielles. 
Étude du cas où la variable reste réelle. Courbes définies par des équa- 
tions difiérentielles. Équations linéaires. (Deux fascicules, contenant 
390 pages, ont paru.) 18 fr. 

Tome IV : Équations aux dérivées partielles ... (En préparation.) 

Le tome III de ce remarquable traité vient de paraître; voici la table des 
matières de ce volume. 

Chap. I. Généralités sur les singularités des équations différentielles. Inté- 
grales des équations linéaires aux dérivées partielles dans le voisinage 
d'un système de valeurs singulières. Ai)plication aux équations difiéren- 
tielles. Étude directe de la forme des intégrales des équations difiéren- 
tielles ordinaires. — Chap. II. Des équations différentieUes ordinaires du 
premier ordre à deux variables. Examen du cas général. Étude d'un cas 
particulier remarquable. Réduction de l'équation à des formes simples. 
Equations difiérentielles du premier ordre non résolues par rapport au 
coefficient difiérentiel. — Chap. III. Des solutions singulières des équations 
différentielles ordinaires. Éauation du premier ordre. Systèmes d'équations 
simultanées. — Chap. IY. Sur certaines classes d'équations différentielles . 
Équations de Briot et Bouquet. Généralisation des équations de Briot et 
Bouquet. Des équations difiérentielles algébriques au premier ordre à 
points critiques nxes. —Chap. Y. -—Sur certaines méthodes d'approximations 
successives. Des approximations successives pour un système d'équations 
difiérentielles du premier ordre. Cas d'un système^ d'équations difié- 
rentielles du second ordre. Quelques cas particuliers. — Chap. VI. 
Sur certaines équations linéaires du second ordre. Définition d'une constante 
fondamentale. Étude progressive de l'intégrale. Introduction d'une cons- 
tante arbitraire dans l'équation difiérentielle. — Chap. VII. Étude de 
quelques équations non linéaires. Discussion des intégrales passant par 
deux points pour une classe d'équations du second ordre. Quelques cas 
particuliers. Exemples de solutions périodiques. — Chap. VIII. Des solu^ 
tions périodique» et des sdtuJtionz asymptotiques de certaines équations dif^éren- 
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tieUes. Remarques générales sur la continuité des intégrales des équations 
dépendant d*un paramètre arbitraire. Des solutions périodiques des 
équations diâérentielles ordinaires dépendant d'un paramètre arbitraire, 
d'après M. Poincaré. Application au problème des trois corps. Sur une 
autre catégorie de solutions périodiques. Des solutions asymptotiques de 
certaines équations différentielles. — Ghap. JX. Points singuliers aes inté- 
grales réelles des équations du premier ordre. Des points singuliers généraux 
des équations du premier ordre et du premier degré. Ëtude d'un point 
singulier spécial ; des centres. Équations du premier ordre et de degré 
supérieur. Application à la recherche des lignes de courbure passant par 
par un ombilic. — Ghap. X. Sur la forme des courbes satisfaisant à une 
équation différentielle du premier ordre et du premier degré. Ëtude des points 
à 1 infini; relation entre les nombres des divers points singuliers. 
Remarques générales sur la forme des caractéristiques. Quelques repré- 
sentations analytiques des intégrales. Des cycles limites. — Ghap. XI. 
Généralités sur les points singuliers des équations différentielles linéaires. Théo- 
rèmes fondamentaux. Équations dont toutes les intégrales sont régulières 
en un point singulier. Théorèmes généraux sur les équations à intégrales 
irrég[ulières. Galcul des intégrales irrégulières et de la substitution rela- 
tive à un contour fermé. — Ghap. XII. Des fonctions hypergéométriques. Le 
problème de Riemann et le groupe de la fonction correspondante. Inté- 
grales hypergéométriques. Représentation conforme au moyen du rapport 
de deux solutions de réquation hypergéométrique. Remarques générales 
sur les substilutions linéaires transformant un cercle en lui-même. — 
Ghap. XIII. Sur une classe de transcendantes uniformes déduites deVéquation 
différentielle hypergéométrique. Les fonctions de M. Schwarz. Problème 
inverse. Quelques cas particuliers remarquables: fonctions modulaires. 
Théorème général sur les valeurs d'une fonction uniforme dans le voi- 
sinage dMn point singulier essentiel isolé. Sur les transcendantes uni- 
formes satisfaisant à une équation du premier ordre et du premier 
degré. — Chap. XIV. Sur certaines classes adéquations différentielles linéaires 
irrégulières à Vinfini. Généralités sur les valeurs des intégrales à Tinfini 
dans une direction déterminée. Sur une classe particulière d'équations 
linéaires auxc^uelles s'applicjue une transformation de Laplace. Écpia- 
tions à coefficients du premier degré et équations à coefficients constants. 
Application au cas général de la transformation de Laplace. 



ECOLE NORMALE 

(Concours de 1896) 



I. — On considère une courbe plane telle que les coordonnées rectan- 
gulaires d'un quelconque de ses points s'expriment au moyen du para- 
mètre t par les formules 

x = at* + bt^ + ctj y = t\ 

Quels doivent être les coefficients a, b, c pour que les cosinus direc- 
teurs de la tangente en un point quelconque de la courbe soient des 
fonctions rationnelles de £? Démontrer que toutes les courbes que Ton 
obtient ainsi sont semblables et semblablement placées. 

IL — Évaluer, pour l'une d'elles, la longueur de la boucle située 
au-dessous du point double. 

III. — Gonsidérant, en particulier, la courbe (G) que représentent les 
formules a? = t — - , y = t\ 
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on lui mène deux tangentes parallèles, de coefficient angulaire m : 
•Déterminer, en fonction de m, les coordonnées du point où la courbe (G) 
est rencontrée par la droite qui joint les points de contact de ces deux 
tangentes, et trouver l'enveloppe (E) de cette même droite, variable 
avec m. 

IV. — Former les équations des tangentes menées à la courbe (E) par 
un point A^ de la courbe (G), correspondant à la valeur t^ du para- 
mètre t. Quelle est celle de ces droites qui rencontre la courbe (G), 
abstraction faite de A,, en deux points où les tangentes sont parallèles? 

V. ~ Dans Tespace, on considère la courbe (K) définie par les équations 

ainsi que les cylindres (S) et (S^) qui la projettent respectivement sur les 
plans des xy et des xz. Ges deux cylindres se coupent suivant une autre > 
courbe (K^). Former Téquation du cylindre qui projette (KO sur le plan 
des yz. 

YI. — Trouver le lieu des points d'intersection des tangentes à la 
courbe (K') en deux points situés sur une même génératrice du cylindre 
(3 ). On figurera la projection de ce lieu sur le plan des yz. 



ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

Goncours du 11 juin 1896. 

^^"■" * » 

GOMPOSITION DE MATHÉMATIQUES 

On donne un cercle C, qui a pour équations en coordonnées 
rectangulaires : x = a et y* + z* = a*. On considère : /® le 
cône S qui a pour base le cercle et pour sommet le point A de 
raxe Oz qui est à la distance Xa de l'origine; 2^ la surface S^ 
engendrée par des droites parallèles au plan des xy, et qui 
s'appuient sur Vaoce Oz et sur le cercle donné. 

On demande : 

I. De former les équations des deux surfaces S e^ S^; 

II. De trouver V expression du sinus de V angle des plans tangents 
aux deux surfaces en un point du cercle qui a pour cote z = ua , 

et de calculer ce sinusy avec trois décimales seulemerU, pour X = - 

et [L =2 ; 

III. De déterminer Vintersection des deux surfaces : d'en con- 
struire deux projections pour X =-; d'en suivre les principales 
transformations y quand X varie de o à l'infini. 
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I. Les procédés classiques donnent immédiatement 

(S) aJ* = »* + [X(a;-o) + «?, 

(S') «« + «*-, = a\ 

II. Prenons, sur le cercle donné A, le point M de cote pia; le plan 
tangent à (S), en ce point, passe par A et par la tangente en M à A. Les 
coordonnées de M étant : 

a, a\]i — ijL*, ajA, 

la tangente à A, en ce point, se projette sur yOz suivant une droite dont 
réquation est 

V^ I — (i* + 2(jL — a = o. 
L'équation généra le des p lans passant par A est donc 

(1) y>Ji — jA* + S{jL — a + t(aî — a) = o. 
En exprimant que ce plan passe par A (o, o, Xa), on a 

(2) Xp. — I = f. 

L'équation (1) représentera le plan tangent à (S') si Ton dispose du 
paramètre t de façon qu'elle soit vérifiée par o, o, {la (*) ; on trouve alors 

(3) \i}— 1= r. 

Les deux plans considérés sont donc représentés par (1) quand on donne 
successivement, au paramètre t, les valeurs t', V*. 
Soit y Tangle de ces deux plans; nous avons 

COS V = \r \ \r ^ 

yj[i + mi + n 

et. par Buite, sin* V = i — -^-^ — ■ ■> 

'*^ C, D (l+r)(l +«"*) 

OU enfin sm* V = — — ^ ■ • 

Dans l'application numérique proposée, on a 

4 4 

^ . 16(276 — ii4\/3) 

On trouve — ^-^ .,, (♦♦). 

17.1033 

III. Considérons maintenant les équations simultanées (S), (S'), et 
proposons-nous d'étudier Tintersection des deux surfaces. 

A priori, on voit deux parties de l'intersection; c'est le cercle A et 
Tensemble des deux droites [réelles ou imaginaires) obtenues en coupant 
(S^)par un plan passant par A, parallèlement au plan yOx. La partie 
restante @, celle que nous avons à considérer, est donc constituée par 
une quartique gauche. Nous allons d'ailleurs retrouver ces résultats par 
le calcul. 

Nous [nous plaçons dans le cas général; X est un paramètre donné; 
nous supposerons ensuite qu'il varie et, dans ces conditions, nous étu- 
dierons les projections de l'intersection sur les plans de coordonnées. 

(*) Le plan tangent à (S^), au point M, contient en effet la tangente 
à A et la génératrice qui passe par ce point, génératrice qui coupe Oz 
au point (0, 0, {jia). 

(♦*) Tout calcul fait, 0,267. 
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D'après la forme des équatioDs (S), (SO, il est naturel de poser 

(4) - = co89, =— siiiç; 

X X 

(S) est alors vérifiée, quel que soit 9. L*équation (S') donne ensuite 

-- = 1 — cos* © = sin»©. 
a* 

On a donc 

(5) « = — o sin ç, 
ou 

(6) s = 4- a sin 9. 

Étudions Tintersection dans la première de ces hypothèses. Les équa- 
tions (4) donnent 

y = a;cos9) (rc — a) (X + sin 9) = o. 

Pour x=zaf on a la circonférence A ; pour X = — sin 9, on a « =aX ; 
on trouve ainsi les deux facteurs singuliers annoncés. 

Abstraction faite de ces facteurs, Tintersection correspond aux 
formules 
, - , 0/ X — sin 9 y X — sin 9 x 

(^ :; = 1 . «;.. » ^ = cos 9 . ,. , ;: = sin 9. 

a X -I- sin 9 a X -[- sin 9 a 

En éliminant sin 9 entre la première et la troisième, on a, pour la pro- 
jection sur zoXf une hyperbole équilatère. On peut donc considérer 
comme une courbe gauche unicursalef du quatrième ordres obtenue par l'inter- 
section de deux quadriquos [le cône (S) et le cylindre ayant ses arêtes 
parallèles à Oy et pour base Thyperbole équilatère en question.] 

Sur le plan yOg^ se projette suivant un quartique 0' que nous 
allons étudier avec plus de détail. Cette courbe est définie par Téquation 
cartésienne 

ou, préférablement, par les formules unicursales 

y X — sin 9 s . 

(7) i=:C0S9r-- r--=-, - = Sm 9. 

a ^ X + sm 9 a 

Ces formules permettent de trouver facilement les formes diverses de 
la courbe quand X varie de — 00 à 4- 00; mais ces formes apparaîtront 
plus nettement après l'étude que nous allons faire sur la génération, par 
points et par tangentes, de 0^ 

ÉTUDB DB 

i* Génération point par point — Considérons un cercle de rayon a, 
rapporté aux axes Oz, Oy. Sur Oz, un point M, tel que OM = Xa (*). 

Prenons sur A un point 6; par B, menons: BA, parallèle à Oz; 
BH, perpendiculaire à Oz. La droite MA rencontre BH en un point 1; 
proposons-nous de chercher le lieu du point I, quand B décrit A. 

(*) On peut toujours supposer X > o, en prenant pour axe Oz, la semi- 
droite qui va de au point donné M. Les formules (7) prouvent 
aussi qu*il suffira, pour étudier les formes diverses de la courbe corres- 
pondante, de faire varier X de o à + 00, car, en changeant X en — X, 
9 en — 9, la première formule reste identique ; dans Tautre, z est changé 
en — «. 
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A un point B ne correspond qu*un point I; le lieu décrit par I est une 

courbe unicursale. En posant 

B0y=9, 
on a 0H=^asiD9=jK. 
„ . AG CD 

Puis ;rTV =7r=.> 

OM OD 

% BI 

ou — = — ^— 

oX 2OG — BI 
Z a cos ? — y 




2a cos 9 — (a cos ç — y) 
On en déduit 

X— sinç 



y = acosç^ , . 

^ X+smç 

En comparant ces formules 
avec les égalités (7), on voit que le lieu décrit par le point I est la 
courbe 0' (*). 

CQfn&éq\ju&Mie& de cette génération. — Le point M peut être extérieur à A, 
ou extérieur; il peut, enfin, être situé sur A. 

Débarrassons-nous d*abord de ce cas singulier. Les formules (7) (comme 
la formule (tt), d'ailleurs) prouvent que, dans ce cas particulier, on a 
(abstraction faite du facteur singulier z=: a, évident a priori) une 
cubique circulaire, droite, ayant un point de rebroussement; & est donc 
une ctssoïde droite. 




Fig. ^. 




A Z 



Fig. 8. 



Ce résultat est une conséquence manifeste de la construction trouvée. 

En effet, le milieu de AB se projette (fig. i){**) &n centre 0, milieu de 
MM'; les points A, I sont isotomiques sur MR (MI = AH); on retombe 
sur la description normale de la cissoîde. 

Revenons au cas général; supposons (fig. 3) que M soit placé à Tinté- 
rieur de A. 

(*) Pour abréger cette rédaction, nous vérifions la construdtion ; bien 
entendu, celle-ci a été obtenue par Tétude analytique des formules (7). 

(**) Cette figure a été tracée en supposant X = -, conformément à 

2 

renoncé ; mais la forme générale reste la môme, quand X varie de o à i. 



JOURNAL DB MATHÉHATIQUES SPÉGIALIS 



163 



B 



En traçant PQ perpendiculaire à MO, puis PR, QS parallèles à MO, 
on obtient les tangentes MR, MS au point double. De plus, RS est 
Tasymptote; les points A, B, G, D se prévoient a priori, etc.. 

Dans le cas du point extérieur (fg, 4j, la courbe est renfermée dans le 
trapèze formé par les tangentes aux points A, B et par les tangentes 




Z H 



Fig, 4. 




issues de M à A. La figure indique comment on a obtenu les points de 
contact m, m' sur les tangentes; etc.. 

Constmction par tangentes. — La transversale menée par M coupe les 
tangentes à A, aux points P, Q, en des points R, S. Les points A, I 
sont isotomiques sur RS. 

Cette remarque étant faite, la méthode des transversales réciproques 
s*applique bien simplement au cas présent. 

Il suffit de prendre MJ = SI = AR et de considérer deux positions 
infiniment voisines de la transversale. Il faut alors trouver la position 
limite de IV (V point infiniment voisin de I). 

On voit : 1* que JJ' (J' point infiniment voisin de J) coupe la tangente 
en Q, en un point K symétrique, par rapport à R, du point H, point de 
rencontre, avec QR de la tangente en A; 2<> que la tangente cherchée 
s'obtient en menant, par I, une droite partagée en deux parties égales par 
les droites JK, PS. 

On pouiTait enfin étudier la projection S" de 6 sur le plan xoy. Mais 
nous aurons prochainement l'occasion de revenir sur ce sujet, en cher- 
chant la construction des tangentes aux courbes qui sont une générali- 
sation des courbes 0% 6'^. 6. L. 

CALCUL TRIGONOMÊTRIQUE 

On donne les trois côtés d*un triangle : 

a = 25 648", 6 = 32 907*, c = 29 763". 
Calculer les trois angles, la hauteur CH, et la surface du triangle. 
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EXERCICES 

Par M. Barisien* 

[Suitey voir page 133.) 



21. — On joint un point M quelconque du cercle principal 
(Tune ellipse aux deux sommets A et k' du grand axe. La droite 
MA rencontre l'ellipse en un second point B; la droite MA' la 
rencontre en un second point B'. Montrer que : 

i^ Le lieu du point de concours des droites AB' et A'B est une 
ellipse ; 

2® La droite BB' enveloppe une ellipse; 

3® Le lieu du milieu de BB' est une quartique. 

Désignons par (a, ^) les coordonnées du point de concours P des 
droites AB'^ et A'B. Gherciions les coordonnées du point B^ L'équation 
de la droite AP est 

(1) y = (a;-a)— i-. 

a — a 

Celle de Tellipse peut s'écrire 

(2) y« = ^ (a« - x\ 

CL 

En éliminant y entre (1) et (2), et en faisant disparaître le facteur 
{x ^a)f il reste une équation du premier degré en x qui donne Tabscisse 
du point B'. 
On a ainsi pour les coordonnées du point B^ 

__ g [pV — 6« (g — g)'] 2ah*fi(aL — a] 

^■'■" a*p« 4- 6» (a — o)> ' ^»' "" a*^* -h b* {ol — a]*' 

L'équation de la droite A'B' est donc 

X Y I 

— a o I =0 

ala^f^* — b\a — a]*] — 2a&«p(a — a) a»p« + b\a — a)* 
qui, développée, s'écrit 

(3) b\oL — a)X + a»3Y + o6»(a — a) = o. 
L'équation de la droite AB est de mÔme 

(4) 6«(a + a)X + a^pY — ab*{a — a) = o. 

Pour exprimer que ces deux droites se coupent sur le cercle principal 
de l'ellipse, il faut éliminer X Y entre (3) (4) et l'équation 

(5) X« -h Y* = aK 

Or, en ajoutant et retranchant (3) et (4), il vient 

(6) 6«aX + a>pY— a«6« = o, 

(7) X — a = o. 

L'élimination entre (5), (6) et (7) est alors des plus faciles. On trouve 

^ = *» ^ = ~Sîp 

En transportant ces valeurs dans (5) et supprimant le facteur (o^— a*), on a 

(8) 6V -H g*p> = a*6*. 
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Le liea da point P est donc l'ellipse dont le demi-grand axe est a et 

le demi-petit axe est — • 

o 

— Les équations (6) et (7) montrent que le point P est à la fois sur la 
polaire du point M par rapport à Tellipse, et sur Tordonnée du point M. 

— On peut encore remarquer que si on traitait la question analogue en 
substituant au cercle principal une ellipse ayant mômes sommets A et A' 
que Tellipse donnée, le lieu des points P serait encore une ellipse. 

2* Les coordonnées du point B dérivent de celles du point W par le 
changement de a en — a. On peut donc écrire Féquation de la droite 
BB' sous la forme d'un déterminant 

X y i 

a[a*^* — 6«(a — a)«] — 2a6«p(a — a) o«p« + 6«(a — g)* =o 
— ala^^^ — 6«(a -f- a)*] 2a6«p(a -h a) a>p« + 6»(a -*- a)> 
En ajoutant et retranchant les éléments des deux dernières lignes entre 
eux, ce déterminant se transforme dans le suivant 

X y I 

2a«6«a 2o«6*p o>p« + 6«a« 4- a*b* = o 

a«p« — 6V — a*6* — 26«a? — 26>a 

En développant ce déterminant et supprimant le facteur (a^6'+6'a*— a^6^), 
on obtient pour l'équation de BB' 

(9) 26«apaî -f- (a«[J» — 6>a* -h a''b*]y = 2a*b% 

En vertu de Téquation (8), on peut poser 

6» 
a = a cos 9, B = — sin cp. 

a 

L'équation (9) devient alors, après avoir supprimé le facteur sin 9 

(10) 2b^x cos 9 -*- (a* -h b*)y sin 9 = 2ab\ 

Sous cette forme, on voit immédiatement que la droite BB' enveloppe 
l'ellipse d'équation 

(11) 46*a;« 4- (a* ■+• 6«)V = 40*6*. 

30 Le diamètre conjugué de la direction BB' a pour équation 

(12) 2a*y cos 9 — (a* H- b*) sin 9 = 0. 
L'élimination de 9 entre (10) et (12) donne l'équation 

(13) (a* + b')Wx* + aY)* = a*b^ [(a* 4- 6*)' x* -+- 4a<y«] 

C'est une quartique, courbe fermée concentrique à l'ellipse donnée, et 
offrant une grande analogie avec la courbe podaire du centre d'une 
ellipse. Elle est aussi du même genre que la quartique 2<> de l'exercice 
suivant. 



QUESTION 29 (1882) 

Solation par M. Pierre Camuan, élève au collège Stanislas. 

Dans le plan cTune parabole fixe se meut une paraboky égale, 
de telle sorte qae le sommet de chacune d'elles soit sur l'autre. Dans 
ces conditionSf tout point du plan de l <ivarabole mobile décrit une 
podaire de développée de parabole. (Ed. Lucas.) 
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Soit S le sommet de la parabole fixe. Si l'on prend le 
sommet S' de la parabole mobile sur la parabole S, il lui 

correspond deux positions 
de la courbe mobile, symé- 
triques par rapport à SS'. 
Premier cas. — Les axes 
des deux paraboles sont pa- 
rallèles et de sens contraires 

(fig- ^h 

Le mouvement de la para- 
bole mobile est une trans- 
lation parallèle, un de ses 
points passant constamment 
par le point S. Un point M 
de son plan est défiui par la 
longueur S'M et l'angle de 




Fig,4, 



S'M avec la direction de Taxe de la parabole mobile. Celte 
direction et cette longueur restant invariables dans la transla- 
tion, le lieu de M 
n'est autre que la 
parabole S, trans- 
portée parallèle- 
ment à elle-même 
dans la direction 
et à la distance 
S'M. 

Or, toute para- 
bole est une podaire 
de développée de 
parabole. 

Soit la parabole 
S. Menons SM et 
MN perpendicu- 
laire sur SM. Il 
suffît de démon- 
trer que MN est 




Fig. «. 



normale à une parabole fixe (fig. S). 
Soit P le milieu de SM. Si PR est parallèle à Taxe, Q est le 



milieu de PR et 
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QK = 



La tangente en Q à la parabole est parallèle à SM. 
Menant QL perpendiculaire sur SM, on a 

kï: = p, 

d'où M'N = 2p, 

(2p étant le paramètre de la parabole). 



Soit maintenant 

De plus, soit N'H 
HM' = M'N, 
SjS = 2p = HM', 
S,H = SM' = 4SK, 
N'H = 2MM' = 4QK. 
Les triangles S^M'H, 
SQE sont semblables, 
le rapport de similitude 

étant -. Le lieu de N' 
I 

est une parabole de 
sommet S| et de para- 
mètre 4p. MN', élant 
parallèle à QL, normale 
en Q' à la parabole S, 
est la normale en N' à 
la parabole Sj . 



SjS = 2p, 
M'N = MN. 
perpendiculaire sur Taxe; on a 




Fig.S. 



Donc dans le premier cas, celui de la translation, tout point 
du plan de la parabole mobile décrit une podaire de déve- 
loppée de parabole. 

Si nous observons que le point S est le foyer de la para* 
bole de sommet S^, nous avons la propriété réciproque de la 
précédente : 

La podaire de la développée d'une parabole par rapport à son 

foyer est une parabole homothétique (le rapport étant - j qui a son 

sommet au foyer de la première. 

Deuxième ca>s» — La parabole mobile est alors la symétrique 
de la précédente par rapport à SS' (fig. 3). 
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Au point M correspond le point M% son symétrique. 
Menons S'M» et SN égale, parallèle à Slf et do sens contraire. 
NM' est perpendiculaire sur MM' et le point N est bien 
déterminé. (Il est placé par rapport à la parabole fixe comme 
le point M par rapport à la parabole mobile.) 

Si nous menons SP parallèle à MM', cette droite est per- 
pendiculaire sur SS' et enveloppe une développée de parabole 
comme nous venons de le montrer. 

Donc MM' enveloppera cette développée de parabole 
transportée para llèlement à elle-même dans la direction et à 
la distance S'M ou NS. 

Dans tous les cas, le lieu est une podaire de développée de 
parabole. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



603. — Couper deux cônes du second degré donnés quel- 
conques par un plan qui détermine, dans les deux, des hyper- 
boles égales et homothétiques. (Lucien Lévy.) 

504. — Si pour un point m d'une ellipse, la tangente à 
cette courbe et Tune des cordes focales sont également incli- 
nées sur les axes, la parallèle à cette tangente menée par le 
milieu de cette corde, coupe la normale en m à Tellipse au 
même point que Taxe focal. (Mannheim.) 

Rectification à l'énoncé de la question proposée 483. 

On doit dire : 

483. — A sept points arbitraires pris sur une biquartique gauche, il en 
correspond un buitièmei tel que ces huit points ne déterminent pas la 
biquartique. Si les trois groupes de huit points d'une biquartique : 

fli (h «3 a^ a» Og a-, Og, 
Oi 0, Oj a^ b^ 6s &3 64, 
«5 Oe a, Og 65 bi 6, 6, 
jouissent de cette propriété, il en est de même du groupe 

bi &, b, 64 65 6e 6, 6.. (E. D,) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LA STROPHOÏDE DROITE 

Par M. H'iekershelmer, ingénieur en chef des mines. 



Prenons la construction de la tangente telle que la donne 
M. de LoDgchamps (*). Soit OD un rayon vecteur. 
On trace la tangente D(a au cercle AD et Ton prend 

Dix' = DfiL. 
li/l est la tangente en I. 
Soit O le point oh. AI prolongé rencontre la tangente au 




Xy 



Fig.4. 



cercle en 0; la figure IDfxG est un parallélogramme et G[i est 
égal et parallèle à ID. Il en résulte que GD est égal et 
parallèle à l^^ : cette observation justifie la construction de la 
tangente par les transversales réciproques 



(*) Géométrie analytique, p. 23. 
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On a 5or = or5^, 

G0I = 5ÎG; 

d'oii roi = — . 

2 

Donc rO prolongé passe par le point D' diamétralement 
opposé à D. La tangente en D' rencontre [ji'A prolongé en fxj ; 
[jLjT est la tangente à la strophoïde en 1\ 

Soit i la projection de I sur le diamètre OA; le point 
oîi I(jl' coupe AD; R désignant la longueur du rayon de 
cercle et p celle de AI. 

°^" ■r=ag' 

or AG = > donc Aô = p cos w, 

COS (0 ^ 

par conséquent A6 = Ai, D'oîi une nouvelle et très simple 
méthode pour construire la tangente en I. <p désignant l'angle 
de la tangente avec le rayon vecteur, on a 

(1) tg <p = cos (0, 

relation qu'on peut facilement établir par un procédé direct. 
De même i' étant la projection de Y sur le diamètre AO, 
si on rabat i' en ô, sur le diamètre DD', la tangente IVi 
passe par 6. L'équation (1) s'applique également au point T; 
donc fxjrG = (p et> par conséquent, EG est perpendiculaire 

sur ir. 

Cherchons maintenant le point où la tangente est parallèle 
à Taxe OA. Soit I ce point (fig. 1). 

D'après la construction que nous avons donnée, i étant la 
projection de I sur l'axe et ô le point oli la tangente 
rencontre la perpendiculaire élevée en A à AI, on a 

A^ = Ae, 
équation qui donne 

(2) cos û) = tg 0), 

ou sin* 0) + sin <o — i = o, 

- I ± /s 

d'où sin (1) = > 

2 

En écartant le signe — du radical, on a 
(3) sin 0) = î— 
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OU 



OA sin 0) = 



_ 0A(v/5 - 

OQ est le côté du déca- 
gone régulier inscrit dans 
un cercle de rayon OA. 
Si Q' est la projection de 
Q sur OA, on a évidem- 
ment 

AQ' = OQ. 

Il suffît donc de déter- 
miner le point Q' qui 
diyise OA en moyenne et 
extrême raison, puis on 
décrit, sur OA comme dia- 
mètre, une circonférence 
qui est rencontrée en Q 
par la perpendiculaire éle- 
vée, en Q', à OA. AQ sera 
le rayon vecteur cherché. 



) 



= OQ. ifig. 2.) 




Fig, 2, 



DEUX PROBLEMES 

DE GEOMETRIE INFINITESIMALE 

(A propos du problème (*) posé au dernier concours 
de l'École Polytechnique). 



1. — Considérons deux courbes quelconques U, V, et un 
point fixe 0; parallèlement à une direction donnée Ox, on 
trace une droite qui rencontre U, V respectivement aux 
points A, B ; on joint le point au point A et, par B, on 
mène une perpendicalaire à Ox ; cette perpendiculaire coupe 
OA en un certain point I. Ce point I décrit une courbe W, 
quand AB est supposé mobile; le problème que nous nous 
proposons est la construction delà tangente à W, au point I. 

Lorsque les courbes U, V se confondent avec un cercle 
donné, Ox étant supposé contenir le centre de ce cercle, on 



(•) Voir Journal, p. 159. 




Fig.4, 
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obtient pour W la courbe que nous avons étudiée {Jour- 
nal, p. 161) 
et que Ton 
rencontrait 
dans le pro- 
blème posé 
au dernier 
concours de 
rÉcolePoly- 
technique. 

Traçons 

(fig. 4) une 

droite A'B' 

infiniment 

voisine de ÂB ; soit V le point correspondant. Ayant posé 

roi = 8, nous avons 

6 = k'Ox - kOx = l'A'F - lAB. 
Soient M, M' les milieux des segments AI, AT; traçons 
BM, B'M'. Ces droites se rencontrent en 0'. Menons O'ixf 
parallèle à OXy nous avons aussi 

M'OV = M'B'A' = M'A'B', 
MOV = MBA = MAB, 
et, par conséquent, 

M'O'M = M'OV - MO'a;' = M'A'B' - MAB = e. 
Le segment infiniment petit MM' étant vu des points 0, 0' 
sous le même angle e, nous en concluons que les circonfé- 
rences MM'O, MM'O' sont égales; c'est une propriété que 
nous allons utiliser tout à Theure. 

Considérons maintenant les circonférences OAA', O'BB' ; 
en désignant par u, v leurs diamètres respectifs, nous avons 

AA' BB' 



= w, 



sine 



par suites 



sin£ 
u kk' AR 

v"" BB'""BR' 

Si (fi>g. 2) nous passons à la limite, A'B' venant se confondre 

avec AB, la circonférence OAA' devient la circonférence qui 

passe par et par A, tangentiellement à la droite AR, 

droite tangente en A à la courbe U. En élevant, en 0, 



R 



--~:^D 
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une perpendiculaire à OA qui rencontre en G la normale 

à U au point A, on voit que u a pour limite AG. Gette 

remarque 
s'applique 

à la circon- 
férence 

BB'O'etl'on 

peut écrire 

è£. - — 
DB "" BR' 

Les deux 
triangles 
rectangles 




Fig. «. 



RAG, RBD sont donc semblables, et le point D s'obtiendra, 
comme l'indique la figure, en faisant l'angle BRD égal à 
Tangle ARG. En projetant le point D sur BM, on a le 
point 0'. 

La construction s'achève alors sans difficulté, comme nous 
allons le montrer. 

Cherchons d'abord la limite de la position occupée par la 
droite MM' de la figure 1. 
D'après la remarque faite plus haut, il faut mener par M 

une droite A 
(fig. 3) telle que 
les circonféren- 
ces qui passent 
par M, tangen 
tiellement à A, 
et, respective - 
^ Fig. 3. 0' ment, par 0, 0' 

soient égales. Élevons Oi/, O'y' perpendiculaires aux droites 
MO, MO', et menons par M une droite SS' partagée au 
point M en deux parties égales; A est la perpendiculaire 
élevée en M à SS'. 

Après avoir déterminé A comme il vient d'être dit, prenons 
(fig. 4) IK = OA et menons, par K. A' parallèle à A; les 
deux droites AA', II' sont transversales réciproques dans le 
triangle formé par OK et par la droite infiniment voisine 
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OK'. En passant à la limite, on voit que [x étant le point ob. 

la tangente en Â rencontre 

A', en prenant Kfj.' = Kjx, 

r I^' est la tangente cherchée. 

2. — Prenons mainte- 
nant (fig. S) une courbe U, 
un point 0, une droite A. 
Traçons une droite qui, 
passant par 0, rencontre U 
en M, A en Â; si nous 
prenons MI = MA, nous 
pourrons rechercher la tan- 
gente au lieu décrit par le 
point I (*). 

Â cet effet, prenons MM' = OM, les points A, I sont iso- 
tomiques sur le seg- 
ment OM'. En con- 
sidérant deux trans- 
versales infiniment 
voisines, appli- 
quant ensuite le 
principe des transver- 
sales réciproques, on 
voit qu'en menant 
par M' une paral- 
lèle à la tangente 
en M, parallèle 
qui coupe A en 
B, la tangente en 
I pasHO par le 
point B', s y m é- 
trique de B, par rapport à M'. 




G.L. 



{*] Lorsque U est un cercle et que A est la polaire de par rapport 
à ce cercle, on obtient la courbe projection sur le plan des xy de la 
quartique gauche considérée dans le problème déjà cité. (Voyez à ce 
propos la solution de M. G.- A. Laisant, dans les feuilles Groville- 
Morant, p. 9.) 
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DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DEFINITION 
ET LA TRA.NSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbrj. 

{SuUef voir page 152.) 




31. — Nous terminerons par l'indication de quelques mé- 
thodes particulières assez simples. 

i^ Soient les deux points 0, A et la perpendiculaire EB 
équidistante (fig. 88). Sur la 
transversale OE, prenons le 
point M, tel que AM = AE : 
le lieu de M est une trisec- 
trice de Mac Laurin. L'angle 
MAX étant le triple de l'angle '0 B A. 

MOX, le secteur élémentaire ^9^* **• 

produit par la rotation de AM est triple de celui qui est 
balayé par OE; par suite, le secteur AMC est triple du 
triangle 0KB. 

Le folium étant la courbe produite par la réduction des ordon- 
nées de la trisectrice dans le rapport de \/3 à i , il est facile 
d'en déduire la quadrature. 
Ces deux quadratures sont dues à Mac Laurin (loc» ciL). 
2<> Soit le cappa OM (fig. 89). Décrivons la circonférence 

OAB; pour une transversale quel- 
conque OEML, on a 

0M« = 0L« - 0E«, 
d'où sect. OM = tri. OAL 
- sect. OAK = surf. AEL (*). 

3^ Les trois courbes AMB, amb, 
afxp (fig, 90) sont telles que, pour 

(*) Si, au lieu de MP = const., on a ML.LO = const., on a une 
nouvelle conchoîde étudiée par i'Hospital (Anal, des inf. petits) et dont la 
quadrature est aisée & obtenir. 

Le cappa et la courbe yH,x* — i) = i étant construits sur les mômes 
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trois points correspondants quelconques M, m, \l on ait Pm 
égale à la sous-normale de PQ et Pp. égale à AQ ; on a 

surf. Ao = — > 

2 




surf. Ap = 



AB» 



Fis'. 50. 



En effet, construisons 
j3 les triangles isoscëles 
rectangles BGD, ACE et 
considérons les points 
voisins M', mf ; on aura, 
en abaissant les perpen- 
diculaires MKL, M'K'L', 



M'H PQ 



MH 
d'oh M'H.MP = HM.PQ 

Les deux trapèzes K'L, 
Pm' sont donc égaux, de 
même que la surface A6 et 
le triangle BCD. 

On a de même 
PF.PHL=PP'.Pm4-PF.PA. 
=KK'.KL-f-PF.PI. 

La surface Ap est donc 
égale à la somme des 
triangles AGE, BCD 
(Barro-w, op. cit.), 

4oréquerre MQG (fig.94) 
se meut de manière que le 
côté GQ glisse sur le point 



ou 



MP 
KK'.KL = PF.Pm. 




Fig. 94, 



G et le sommet Q sur la droite AO. Il s*agit de quarrer 
l'aire déterminée par le lieu de M. 

axes de coordonnées, une transversale passant par Torigine des coor- 
données et tournant avec une vitesse angulaire constante détermine, entre 
les deux courbes et Tasymptote, des secteurs croissant arithmétiquement. 
La partie du secteur comprise entre les deux courbes est égale au triangle 
de Taxe des x^ de la transversale et de Tasymptote. Cette courbe a 
encore une autre relation avec le cappa : c^est la section plane faite paral- 
lèlement à Taxe du cône construit sur ce dernier. 
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De la projection de C sur AQ, décrivons le cercle AB 
de rayon égal à MQ , et tirons par deux points très voisins 
M, M', les parallèles MK, M'K'. On a 

PQ = OL, 
PQ _0G m ^OL 

MP ~ OQ' Kl " KL* 

d'oïl — - = Tr7T9 el, par suite,, KL KM = L'L.LH. 
K 1 OQ 

Les éléments L'H, K\l' sont donc égaux, et le secteur KAM 
est égal au secteur AH (Newton, Met h. flux,). 

5® Soit le huit OMA (fig. 92) et soit OA la circonférence 
génératrice. Considérons deux points voisins M, N et leurs 
correspondants [a , 



v; menons ensuite 
par ceux-ci des 
parallèles à OA , 
lesquelles coupe- 
ront en K et L la 
perpendiculaire à g P A 
OA menée à une Fig. 92. 

distance AH, égale au diamètre. Par les points A, K, L, 
construisons des circonférences qui couperont vL et [xK en 
n et m : le lieu de ces points n, m est une parabole. 

Aux infiniment petits du second ordre près, le rapport des 
éléments mq, MQ est égal à 

mp.pq _ OP + OQ _ PQ 

MP.PQ"" OP - ^ "^ oP' 

Les éléments de la parabole Amn sont donc doubles de 
ceux du huit AMN, et on peut poser 

segAMP = - segAwp. 

Fermât (loc. cit.) a montré analytiquement comment la qua- 
drature de cette courbe se déduit de celle de la parabole. 

On sait de quelle manière la quadrature du trifolium se 
ramène à celle du huit : ces deux courbes sont donc suscep- 
tibles d'une quadrature absolue, sans aucune transcendante. 

6® Soit la circonférence OXZ (fig. 93); considérons le dia- 
mètre XZ et le point sur la circonférence. Sur OX comme 
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diamètre, on décrira la circonféreuce OLXL', et sur la 
corde KE', perpendiculaire à XZ, on prendra 
PM = PM' = OK, PN = PN' = OK'. 

PS = PS' = OL, PR = PR' = - (PN + PM). 

Les triangles OXL, ZKP, XZO sont semblables, et on a : 

OL PZ OL KZ 






d'oli 



OX ~KZ 
OL* _ PZ 

XZ 






OX XZ 



OX" 
et PS» = 0L« = -^ PZ. 



0X> XZ ^' XZ 

Le lieu de S est donc une parabole. 

Les triangles KLX, K'L'X sont égaux; donc OL = OL' 
et K'U = KL. Par conséquent 
MN = PM - PN = (KL + OL) - (K'L' - OU) = 2.OL = SS, 




PR = i(OK + OK') = ' (KL 4. K'L') = KL. 

Les triangles KXL, ZXO étant semblables, il vient 

PR» _ KL« _KX«_ PX 

OZ* ^ OZ» "XZ« ~XZ' 

0Z« 



donc PR* 



XZ 



OZ* XZ* 

PX, et le lieu de R est également une 



parabole. 
On conclut de tout cela que la besacef lieu de M, n'est 
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autre chose que la parabole VSZ, dont les ordonnées telles 
que PS sont repoussées de part et d'autre de la parabole XRU ; 
de là le nom donné à cette courbe par G. de Saint-Vincent, à 
qui est dû le principe de cette démonstration (voir 1894, p. 269). 

A cause de MN = 2. PS, la quadrature de la besace est 
donc ramenée à celle de la parabole, de même que celle du 
trifolium (28,6<>) (*). 

7® De la même façon, on ramènera la quadrature de Yanguinea 

X 

ou serpentine^ y = - ^ à celle de la courbe telle que les 

coordonnées u, v d'un de ses points sont déterminées par les 

relations 

y X 

X y 

c'est donc une hyperbole équilatère. 

8® Soit une courbe quelconque km (fig. 94 et 9S). Considé- 
rons la courbe AM, lieu de l'intersection de la parallèle Mm 
à OX et de l'ordonnée MP au pied de la tangente en m. Si 





P g 

Fig. 95, 



n, N sont deux points voisins des premiers, il est visible 
qu'aux infiniment petits du second ordre près, le triangle mQP 

(*) Parmi les définitions qu*oû pourrait donner de la besace^ nous indi- 
querons la suivante, qui est assez simple : 

Perpendiculairement au plan de la kreuzcurve p cos (20) + a) = 2, élevons ^ 
par le pôle O, une droite OS, d'une longueur égale à V unité. Le cône, ayant S 
pour sommet et passant par la courbe, coupe le cylindre circulaire, ayant OS 
pour axe et V unité pour rayon, suivant une courbe qui se projette sur un plan 
parallèle à OS suivant la besax^e : 

2y = cos (20) + a). 
X = cos (O 
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sera la moitié du rectangle MQ : par conséquent^ la surface 

mAP est moitié du segment AMP. 
Par exemple, d*un point quelconque de la circonférence AO 

(fig. 96), menons la tangente mP et les droites mM et pP 

parallèle et perpendiculaire à OX : 
le lieu de l'intersection M de ces 
deux droites a pour équation 

(a) y = • 

Cette courbe se rectifie donc par 

des segments circulaires. 

V' Leibniz, à qui est due cette théo- 

Fig- 96. rie, en a tiré la série qui porte son 

nom et donnant Tare en série en fonction de la tangente. 

Son procédé revient à effectuer la division indiquée par le 

second membre de (a), ce qui donne 

!/ = 2(1 — oî" 4- a?* — ...); 
puis à multiplier par ax et à intégrer de oào;, ce qui donne la 
surface du secteur circulaire ACP en fonction de la tangente 
AP de Tare. 

Il applique également cette théorie à Thyperbole, et ramène 
sa quadrature à celle de la courbe 




y = 



qu'il traite de la même manière. 

Cette découverte de Leibniz est intéressante à noter, car 
c'est son premier pas vers le calcul iofinitésimaL II la fît 
en 1673, comme on le voit par ses lettres à Huygens. Toutefois, 
la courbe de la figure 96 (*), était déjà connue ainsi que son 
théorème. Ea effet, Roberval avait remarqué ce dernier, et 
même Torricelli a appelé Robervallimne la transformée d'une 
courbe obtenue de cette façon. Fermât a montré (loc. cit.) 

comment la courbe y= se ramène à la quadrature du 

I "T" X 



(*) Quelques auteurs anglais l'ont appelée the witch, mais nous avouons 
ignorer l'origine de cette singulière dénomination. On voit d'ailleurs 
qu'elle n'est autre que VAgnésienne ou ventera. 



r 
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cercle; et James GregoryfGeom. pars unir.J, la définit par une 
conslruclion identique à celle de Leibniz. 

9^ La tangenlielle d'une courbe A est la courbe B dont 
chaque rayon vecteur est égal à la portion de tangente de A 
qui lui est parallèle et comprise entre le point de contact et 
une droite fixe A. On peut aussi la définir: le lieu du point 
de contact des tangentes menées d'un point fixe à la courbe A 
se mouvant en ligne droite. 

Ainsi la tangentielle d'une circonférence est un cappa ou 
une strophoïde selon que la droite est le prolongement du 
diamètre ou une tangente. 

Les triangles élémentaires étant égauxdansles deux courbes, 
leur quadrature dépend Tune de l'autre. On a ainsi deux 
nouveaux moyens de ramener la quadrature du cappa et de 
la strophoïde à celle du cercle. (A suivre.) 

BIBLIOGRAPHIE 



Il passato ed il présente délie principali Teorie geometriche 

(seconde édition, Torino, librairie Carlo Giausenj. 

Ce livre a pour auteur M. Gino Loria, professeur ordinaire à rUniversité 
de Gênes. Le titre que je viens de reproduire indique quel vaste champ 
de recherches le savant professeur a dû parcourir pour résumer dans un 
volume de 350 pages l'histoire des découvertes géométriques jusqu*à nos 
jours. Pour classer ces innombrables recherches avec un peu d'ordre, il 
faUait se faire un plan et ce n*est déjà pas une œuvre facile que de trouver 
une bonne classification pour des travaux qui touchent à des sujets si 
divers. Celui qu'a adopté M. Gino Loria et que je ne puis, faute de place, 
exposer ici, en vaut un autre; je n'ai d^ailleurs pas suffisamment réfléchi à 
cette chose délicate pour critiquer ce plan ou en proposer un autre. 

Ce qui est plus difficile encore, c'est d'apporter, sur un sujet aussi étendu, 
une œuvre à peu près complète ; j'entends par là celle qui, sur un pro- 
gramme déterminé, tel que celui que s'est posé M. Gino Loria, ne laisse 
dans l'oubli aucune des choses importantes, ou intéressantes tout au moins. 
L'érudition la plus large, la compétence la plus indiscutable, toute la 
science que peut posséder un savant tel que M. Gino Loria ne sauraient 
évidemment suffire pour empêcher que certaines lacunes ne se produisent 
pas. Je me faisais cette réflexion en ouvrant ce livre dont l'attachante 
lecture m'a révélé, en eflet, plus d'une lacune ; il n'en faut pas être surpris. 
Un pareil ouvrage ne saurait être une encyclopédie irréprochable; il 
n'en a pas d'aiUeurs la prétention; et puis, pour être juste, ce qui paraît 
intéressant à quelqu'un peut très bien n'avoir pas, pour les autres, l'impor- 
tance qu'il lui trouve. Est-ce une raison pour ne pas l'écrire, cet ouvrage 
tel qu'il est, avec ces inévitables lacunes? Mille fois non. Si l'œuvre de 
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M. Giao Loria m*a paru incomplète en quelques points, si Ton peut 
regretter quUl n*ait pu puiser à certaines sources, ni mentionner des travaux 
qui peut-être ne méritent pas Toubli où ils ont été, comme M. Gino Loria 
me Ta fait savoir, inyolontairement laissés, l'ouvrage de M. Gino Loria 
ofifre, somme toute, de précieux renseignements à tous ceux qui veulent 
aborder une recherche géométrique. Il est même à désirer que, pour toutes 
les branches importantes des mathématiques, on puisse compter bientôt 
des recueils du même genre; ils deviennent, dans ce vaste mouvement 
mathématique auquel nous assistons, de plus en plus nécessaires et le vœu 
que je formule ici aura, je n'en doute pas, Tapprobation de tous ceux qui 
s'intéressent aux recherches scientifiques. G. L. 

EXERCICES 

Par M. Barisien* 

(Suite, voir page 164.) 



22. — En un point quelœnque M d'une ellipse de foyers F, 
F on mène les cordes MFP et MFT'. Le pôle S de MP est 
situé sur la directrice relative au foyer F ; le pôle S' de MF' 
est situé sur la directrice relative au foyer F'. Les droites SF 
e/ S'F' se coupent en T; les droites SF' e^ S'F se coupent en T'. 
Démontrer les propriétés suivantes : 

1® La droite PP' enveloppe une ellipse; 

i^ Le lieu du milieu de PP' est une quartique; 

Z^ Le lieu du pôle R de PP' est une ellipse; 

4® Le point R est situé sur la normale en M et la droite MR 
est divisée en deux parties égales par le petit axe; 

mr' 

5® Si p désigne le rayon de courbure en M, la quantité 

P 
est constante; 

6® La droite TT' est divùée en deux parties égales par le petit 
axe; 

7® Le lieu du point T et le lieu du point T' se composent chacun 
d*une quartique; 

8° Variation de l'aire du triangle RSS'; 

9® La droite SPR rencontre la directrice relative à F' en I, 

et la droite S'PR rencontre la directrice reMive à ¥ en Y, La 

droite IF enveloppe une ellipse. 

1* — Si a?i et Vi sont les coordonnées du point P, les équations de MF 
et MF' sont 

(1) ajj/i — yx, + c{y — y,) = o, 

(2) xyi - yx^ - c(j/ — y,) = o. 
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L*éqaAtion da second degré, qui représente à la fois ces deux droites, est 
par suite 

(3) {xyt — yjc,)* — c*[y — y^)^ = o. 
Soit Téquation de la droite PP' sous la forme 

(4) MO? + vy — I = o, 

u et i; étant des paramètres variables à déterminer. 

L^ôquation générale des coniques passant parles points de rencontre de 
Tellipse donnée avec le faisceau des deux droites (PP et tangente en M), est 

(5) X(6*a;* + oV — o*6») H- {b^xXi + a*yy, — a*b*]{ux -hvy — i) = o. 
Gomme le faisceau (MP, MP') est une de ces coniques, nous pouvons 

identifier les équations (3) et (5), ce qui donne les relations 
b^X-huXi) _ o«(X H- vy^) __ a*uyi + b*vXi _ o«(6H;-|-yi) _ o'fe*{i ~ X) 

y\ «î — c» — 2a?jy, 2c»yj — c^J 

àh* + oj, = o. 

On a plus de relations qu'il n'en faut pour déterminer uet v. Un calcul 

facile donne 

Xi (a* 4- c»)y, a* — c"«J 
ti = — — y V = — > X t= • 

L'équation (4) devient donc 

ou en fonction de Fangle excentrique <p du point M 
(7) b^x cos ç + a (2a* — 6*)y sin 9 4- a6» = o. 

Par conséquent, la droite PP' enveloppe Tellipse d'équation 

a^ ^ l/«(2a« - 6V 

(^1 5i-^ Si — -'• 

— Nous voyons que l'équation (6) est satisfaite par les coordonnées 

— ** — —il 

^"cV ^~ c«y/ 

du pôle Q de la corde normale en M : c'est ce que nous avait déjà 
appris l'exercice 19. 

— Nous voyons aussi, à Finspection de Téquation (6), que la droite PP' 
rencontre le grand axe au point symétrique par rapport au centre de 
Tellipse, de celui où la tangente en M rencontre le grand axe. 

— On aurait pu encore former Téquation de la droite PP' au moyen 
des coordonnées des points P et P'. On les détermine en résolvant, soit 
l'équation (1), soit l'équation (2) avec l'équation de l'ellipse 

b^x* + û V — o'fr" = o 
et en observant que les coordonnées Xi et y^ sont racines. 

Ck>mme les coordonnées des points P et P' nous seront utiles par la 
suite, nous les écrivons ici 

.g. _ 20«C — (o« + C*)Xi b% 

— 2a'c — (a* -+• c') X4 bhjt 

(10) X = — — T-^j^i 2l2 

2* L'équation du diamètre conjugué à PP' est 

(11) (2a* — b*) 0? sin ç = aby cos ç. 
L'élimination de 9 entre (7) et (11) conduit à l'équation 
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C'est une quartique courbe fermée, ayant son centre au centre de 
Tellipse. 

3« Les coordonnées du pôle R de PP' étant a et p, si on identifie 
l'équation 

6»aa? + a*Pî/ — 0*6* = o; 
avec Téquation (6), on obtient 

(12) a = - a;,9, P = " " ^ (^o* " *'). 

Le lieu de ce poiut (a, p) est donc l'ellipse 

4« Il est facile de s'assurer que les coordonnées a, p satisfont à l'éQua- 
tion de la normale en M. 

La relation a = — a?, montre aussi, d'autre part, que la droite MR a 
son milieu sur le petit axe. 

5* On a 

0* 



?• = 



a»d» 



r. AAA •» MR^ 8a* 

On en déduit = -- - 

0* 



6» Les équations des droites FS et F'S' sont respectivement, en tenant 
compte des coordonnées de S et S' 



a 



_ &»(a?i — c) 



(14) a; =-, v=^ 



i 

a' _ 6» (x, 4- cj 



(15) ^,.= -7' y^= 

(16) yy^ 4. (a; — c) (a;, — c) = o, 

(17) yy, + (o; + c) (iCj -h c) = o. 
D'où Ton déduit 

(18) x = — Xt 

(19) y=?il=:i^ 

La relation (18), montre que le milieu de TM est sur le petit axe 
7» Si on élimine a?, et y, entre (18) et (19), et Téquation 

bW + aVi* — a»6» = o. 
on trouve la quartique 

^ 6«(a«— a;«) 
— On trouve aussi pour les équations des droites F'S et FS' 

(20) (a« -h c*) 2/y, + 6* (a? H- c) (x^ - c) = o, 

(21) (a« + c«) îfy, -h 6» (a? - c) (a?, 4- c) = o. 
D'où 

(22) a; = a?o 

(23) y = ^^'^' - ^i') 
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Telles sont les coordonnées du point T^ On en conclut que le point T' 
est sur l'ordonnée de M, et que la droite TT' a son milieu sur le petit axe. 
On trouve pour le lieu de T la quai tique 
(21) a.ft»(a^-o.)« 

8" — Nous pourrions obtenir Taire de ce triangle par les coordonnées 
des trois sommets S, S' et R. 
Il est préférable, en observant que MR est la hauteur du triangle RSS' 

aboutissant à SS% d'écrire l'aire S sous la forme 

S = -.MR.SS^ 

2 

On a déjà trouvé 

(25) ^^ = ^ (^'^ "*■ **'2/î)*- 

On a, en outre, 

SS'« = {x^ - aî,,)« 4- (2,3 - y,,)« = ^^ '\ . '^ • 

De sorte que 

126) ^ ^ 2(a*yf -4- 6^t?) ^ 20«(c»t/? 4- 6^) 

~~ b*cyi "" 6*cy, 

En égalant à o la dérivée de S par rapport à y^ , on trouve 

et par suite les coordonnées du point M correspondant au minimum 
de £ , sont 

(27) rr, = -v/a«-26S y, - -, 

c c 

et la valeur minimum de S a pour expression 4a*. 
Le maximum de Taire, qui est ioâni, correspond évidemment à 1/1 = 0. 
L'aire a donc les variations suivantes : 
Lorsque la tangente SS' est parallèle au grand axe. Taire a un maximum 

261* 

relatif de valeur -7— ; puis, pour les coordonnées du point M égale à (27), 

oc 

Taire passe par un minimum égal à 4a*. Ensuite elle croît jusqu'à devenir 

infinie lorsque la tangente SS' est parallèle au petit axe. 

Il n'en est cependant ainsi qu*en supposant 

a> 6/2. 

Car si a<ibj2, Tabscisse x^ de (27) devient imaginaire. Dans ce cas, 
on n'a qu'un seul minimum pour la tangente parallèle au grand axe, et un 
seul maximum pour la tansçente parallèle au petit axo. 

90 ^ Ecrivons Téquation de la droite SR sous forme de tangente à 
l'ellipse au point P. On a ainsi pour celte équation, en tenant compte 
des coordonnées (9) 

6*[2a*c — (a* 4- c*)Xi']x — a*b%y = a*6*(a* 4- c' — 2CXi), 

a* 
En faisant dans cettt) équation x = » on obtient pour les coordon- 
nées du point I 
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a» (3a» -h c*) (a*4-3c«)a?, 

3?=—--, y. = — + 

' c ' Vf cyt 

On trouve de môme, pour celles du point I', 

a* (3a» + c») (a* -I- 3c»)a;, 

L*équation de la droite lU s'écrit donc sous forme de déterminant, 
X Y I 

— a»yj (a* ■+■ 3c*] Xi — (3a» + c*)c cyi = o. 

- a»yi (a» -H 3c») a?. + (3a» -f- c») c — c^t 
ou 

X Y I 

— a*yi (a» + 3c»)2?i o = o. 

o (3a» + c»)c — c^i 

ou, en développant 

(28) (a» + 3c»)iCiX 4- a'y^Y + a» (3a» -h c») = o. 

On voit immédiatement que cette droite IF enveloppe Tellipse 

(29) (o» + 3c»)»X» H- a»6»Y» = a»(3a» 4- c»)». 

— On peut remarquer que le coefficient angulaire (i de la droite II' 
a pour valeur 

_ (a» 4- 3c»)a?, 

Si donc m désigne le coefficient angulaire de OM (0 étant le centre de 
Tellipse), alors 

m = — 9 

X, 

et on a la relation 

(a» -H 3c») 

m^ = constante = — ^ : • 

a» 

— On peut aussi observer que le lieu du point de rencontre des droites 
SS' et IV est une kreuzcurve. Il en est de même du lieu du point de 
rencontre des droites PP^ et ir. 



QUESTION 417 

Sk>lation par M. Pcjech (lycée Corneille). 



S' étant la projection du point de rebroussement R delà dssoïde 
droite V sur son asymptote A, une circonférence quelconque menée 
par les points RetS rencontre la dssoïde aux points A, B. 

1° La corde AB est vue de R. sous un angle droit, et elle enveloppe 
une hyperbole. 

2® Le lieu des points d'intersection des tangentes à la cissoïde aux 
points A et B est une circonférence. (V® F. Prime). 

1® Soiont la cissoïde x(x* -h y*) = ay*, 
et le cercle variable x* + y* =z ax + ly. 



X 


y 


at\ 


a^ 


atl 


atl 
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La combinaison homogène 

X (ax + \y) = aj/* 
donne l'équation du système de droites RÂ, RB; si Z^, /, 
sont leurs coefficients angulaires, ils sont donnés par l'équation 

af* — Xt — a = G. 
On voit que ^i^i = — ^5 

donc ces droites sont rectangulaires. 
Les coordonnées d'un point quelconque de la cissoïde en 

fonction de son paramètre t. étant x = ,, y = ' 

on aura pour équation de la droite AB 

I 

(l + t\) = G. 
(I + tl) 

d'oii après simplification 

^ (^1 + ^f) - y {h -+- ^) - a = G. 
Comme d'ailleurs on a 

l'équation de ÂB devient 

\^x — at/X + a*(2aî — a) = o. 
Écrivant que le discriminant de cette équation en A est 
nul, il vient pour l'équation de l'enveloppe de AB 

a*j/* — ^^x{2X — a) = o, 
ou y* — 8a;* + 400? = g. 

C'est une hyperbole. 

2® Soient (a?, y) les coordonnées d'un point du lieu, t^^ /,, t^ 
les paramètres des points de contact des tangentes issues de 
{Xy y); ils sont donnés par l'équation 

t\x — a) + ixt — 2y = G. 



De la relation 


hhh — ^ 
X — a 


on déduit 


^y 

h — 



X — a^ 



puis, remplaçant t par cette valeur dans l'équation précé- 
dente, il vient pour l'équation du lieu cherché 

4(0;* + y*) — 5ax -f- a* = o; 
la courbe correspondante est un cercle. 
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Nota. — Autres solutions par M. Joseph Goujon (pensionnat Sainte- 
Marie, à Saint-Étienne) ; E. Foucart (lycée Miclielet). 

M. Barisien, dans la solution qu'il nous adresse, ajoute les observations 
suivantes : 

i'^Le lieu du point (Tintersection des normales aux points A, Best une droite; 

2" Le lieu du milieu de AB est une droite. 

On peut démontrer géométriquement ces diverses propriétés en obser- 
vant que les droites RA, RB rencontrant la circonférence décrite sur 
RS eomme diamètre aux points A^B^ les droites AB', BA' sont perpen- 
diculaires à RS. 



QUESTION 418 

Solution par M. E.-N. Barisien. 



Ihi point A de VeUipse 

Es: — + ^-i=o, 

on peut mener à cette courbe les trois normales AB, AG, AD dofU 
les pieds sont différents de A. Désignons : par tjSx, Ict circonfé- 
rence circonscrite au triangle BGD; par iSai, ^^ circonférence 
relative au point 'A^ symétrique de A par rapport au centre 
(feE. 

i^ Le lieu du centre de rij, est une ellipse dont la surface vaut 
le quart de ceUe de E. 

2® Les circonférences vix , Trfxi se coupent aux extrémités du dia- 
mètre du cercle de Monge, 

3® V enveloppe de la polaire de par rapport à zrfi est une 
ellipse, 

4® Si A, A' sont les extrémités de deux diamètres conjugués^ 
la somme des surfaces des cercles xiSa , î^ai est constante. 

(V« F. Prime.) 

On trouve (G. A., de M. de Longchamps,p.402) que si (a,p) 
est le point d'émission des normales abaissées sur Tellipse, 
et si (a?!, y^) est le point A, pied de l'une des normales, l'équa- 
tion du cercle de Joachimsthal passant par les pieds B, C, D 
des trois autres normales est 

(1) a;« + y» + xx, +yy,^u (-^ + ^ + • j ' 
dans laquelle 

(2) u = a« + -^ = 6« + 
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Or, dans le cas de l'énoncé, on a, en désignant par 9 l'angle 
d'anomalie excentrique du point A 

a = a?4 = a cos ^, 
p = j/j = 6 sin <p. 
De telle sorte que Ton a li = a* -h 6", et que l'équation 
du cercle circonscrit au triangle BCD s'écrit 

(3) x* + y* cos cp — sin (p = a* 4- 6*. 

1® Les coordonnées (X, y) du centre du cercle (3) sont 

X = — cos cp t/ = -T sin <p. 

20 26 

Le lieu de ce centre est donc l'ellipse qui a pour équation 

(4) 4a«Xî + 4^6^. = a'h' 

et dont l'aire a pour expression • 

2® La circonférence tSai ^ P^^^ équation 

(5) 05* + y* H cos cp H — 7^ sin © = a* -h 6". 

a 

Le cercle de Monge a pour équation 

(6) a?» -+- y* = a« -f- 6>. 

Or, on voit que les trois cercles (3), (5) et (6) ont pour axe 
radical la droite 

cos cp H — r^ sin 9 = 0, 

a ^ 

ce qui montre que les circonférences "uix » xi^ai se coupent aux 

extrémités d'un diamètre du cercle de Monge. 

3® La polaire de par rapport à tïJa a pour équation 

b^x o*t/ , - 

cos cp H — r^ sm © -t- 2(0* + 6') = o. 

a b 

Cette droite a pour enveloppe l'ellipse représentée par l'équa- 
tion 

f ) ^ * T = 4(«' - ")'. 

laquelle est concentrique et homothétique à Tellipse (4). 
4^ Le carré du rayon R du cercle xiM. a pour expression 

(8) R* = a* + 6* H r cos* <p H r- sin> ©. 

4 a* 46* ^ 
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En changeant 9 en 90* + f, on a pour le rayon R' du 
cercle xfjij 

(9) R'« = a» + 6» + -^ sin« 9 + -^ cos« 9. 

On a donc, en ajoutant (8) et (9) 

R« + R'> = 2 (a« -h 6») + -^ 4- -^. 

Cette somme étant constante, la somme de aires des cercles 
'cSa et tn^Ai ^'^s^ aussi. 

Remarque. — L enveloppe des cercles vSa est la quartique 
ayant pour équation 

, V 6*55* a*v' 

iVoto. — Solutions diverses par MM. Droz-Farnt ; Louis-Josepli Goujon, 
pensionnat Valbenoite (Saint-Ëtienne); Puech (lycée Corneille) ; E. Foucart 
(lycée Michelet). 

QUESTION 423 

Slolntioii par M. H. Brocard. 



On donne les deux circonférences Gj , C, , de centre et sur 
un de leurs diamètres les points A, A'. Par un point M. deC^, 
on fait passer des ellipses ayant pour centre et pour sommet, 
Vune A, et Vautre A'. Lune de ces courbes coupe Gj au point N. 
On demande le lieu du point de rencontre de Vautre ellipse et de la 
droite ON, lorsque le point M décrit G^ . (Mannheim.) 

Soient (A), (A') les deux ellipses, OA = a, OA' = a'. La 
condition de se couper au point M du cercle G^ (a? = r cos 0, 
1/ = r sin 6) donne pour équations des deux ellipses 

a?* y* / r» cos* 6\ _ 

ô" "*" r* sin« V ô* / " '' 

a;* y* ( _ ^' cos" 0\ _ 

ô^* ■*■ r» sin» V ô^* / " '* 

ON est donné par la relation 

/* cos» (0 /* sin' 0) / r» cos» 0\ _ 

?» "*■ r» sin» V ô^» ) " '' 

et le point M par les équations 

y =: X tang cd, 
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â> "^ r« Bin« ÔV ô* / "" ^' 

Pour éliminer a>, il suffit de remplacer cos (o par — et 

sin 0) par ^ • L'élimination de devient immédiate, et Ton 
obtient 

P* = *• + î'* = a>« - r- -H r-«) - aV« = *'*'°**- 
Le lieu demandé est donc une circonférence concentrique 
aux deux proposées. 

Nota. — Autre solution par M. Barisibr. 

QUESTION 424 

Solution par M. Goulard. 



Si dans un polynôme entier en x tous les exposants ne sont pas 
multiples de ip^ il en est de même pour la puissance p***^ de ce 
polynôme^ à condition que le terms constant soit différent de zéro. 

(H, Dellac.) 

Cela revient à démontrer cet autre théorème : 

Soit f(x) un polynôme entier en x. Si dans [f(x)]^ tous les 
exposants de x sont multiples de p, il en est de même dans f(x), 
d condition que le terme constant soit différent de zéro. 

Soit 

f{x) = Ao -H AïOjïi -H AjX"« + . . . + A^aî«« 
les coefficients, A^, A|, A,, ... A» étant différents de zéro, 
et les exposants œ^, a,, ... a^ allant en croissant. 

Dans [f(x)y il y aura d'abord le terme AÇ. Il y aura ensuite 
le terme pAJ"^. AiX*», et ce terme est certainement irréduc- 
tible ; donc, d'après Thypothèse, a^ est multiple de p. 

Il y aura aussi le terme pAÇ"^. A^x'^K Si ce terme est 
irréductible, a, doit être multiple de p. S'il se réduit avec 
un autre, celui-ci a un exposant de la forme Xa^; on a donc 
a, = Xa^ et par suite a, est encore multiple de p, etc. 

D'une façon générale, il y aura dans [f{x)y le terme 
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Si ce terme est irréductible, a< doit être multiple de p. Si 
ce terme se réduit avec d'autres provenant nécessairement des 
termes précédents dans f(x)^ ceux-ci auront leur exposant 
de la forme 

et alors on aura 

af = X«i -H [jt«« . . . -H p**-*. 

Gomme on a déjà démontré que les exposants a^ , a, , ... a^.! 
sont des multiples de p, a< est aussi un multiple de p, 

G. Q. F. D. 

Remarque. — Si le terme constant dans f{x) est nul, on a 

f(x) = 0?* (Ao -+- Aïo;»* + . . .) 
d*oh [f{icy = ajP* (Ao -h A^of* -h ...)**. 

On voit alors, comme précédemment, que les exposants a^ 
a, . . . sont des multiples de p. Donc les exposants de x dans 
f(x) sont de la forme mp -h k. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



506. — F et F' sont les foyers d'une ellipse dont M est 
l'un des points. Quelle est Tenvoloppe delà symédiane partant 
de M dans le triangle F'MF? (E. Lemoine.) 

506. — Trois droites concourantes en M passent par les 
sommets d'un triangle ABC et coupent les côtés en A', B',G'. 
Faire passer par ces trois points une conique qui intercepte 
sur les trois côlés des cordes de longueur égale. — Discussion 
de la question. (E. Lemoine.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES RESEAUX DE CONIQUES 

Par M. R. CSilbert. 



I. — Étant données par leurs équations ponctuelles S^ = o, 
S, = O9 S, = o, trois coniques n'appartenant pas à un même 
faisceau, on considère les coniques 

S s: XjS| -H AjSj + ? jSj = o. 
On sait que le lieu des points M, tels que leurs polaires 
par rapport à toutes les coniques S concourent en P, est 
une courbe du troisième degré J, appelée la Jacobienne du 
réseau, et qu'il est aussi le lieu des points P. 

Considérons trois coniques données par leurs équations 
tangentielles G^ = 0,0^1 = 0,03 = assujetties à être har- 
moniquement inscrites à la fois à S|, S, , S, et, par suite, à 
toute conique S. Les coniques du réseau tangentiel 

C s: [AiGi + u.,0, 4- fXjO, = o, 
seront toutes harmoniquement inscrites à chaque conique S. 
Parmi les coniques S, il y eu a une infioité qui sout 
réduites à deux droites; ces deux droites sont conjuguées par 
rapport à toutes les coniques C; donc, corrélativement à 
une propriété énoncée plus haut, ces droites enveloppent une 
courbe de troisième classe F, qu'on appelle la Oajloyenne du 
réseau 0. La polaire, par rapport à ces deux droites, dv leur 
point de rencontre est indéterminée; d'où il suit que ce point 
se trouve sur la Jacobienne J; de même, l'enveloppe des 
droites MP est la courbe F. 

n. — Oela posé, coosidérons le réseau des coniques S. En 
général, parmi ces coniques, il n'y a pas de droite double. 
En effet, soit 

Sp s: ttpX^ 4- flpy* 4- GpZ* -h 2bpys -h 2bpSX 4- 2b'^y. 
Si parmi les coniques se trouvait la droite double 

S s: (ux 4- vy 4- u;js)*, 
on aurait \l{ux 4- vy 4- wzy s: X^Sj 4- X.S, 4- A,S, : 

JOURNAL DE MATH. SPÉG. — 1896. 9 
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d'oli 



X|6ï + Xjfta -h Xjéa — ^uv = o, 

système de six équations homogènes à quatre inconnues. 
Pour qu'elles soient compatibles, il faut trois conditions qui 
peuvent se mettre sous la forme Â^ = o, Â, = o^ Â, = o; 
Âj, Â,, A, étant les premiers membres des équations tangen- 
tielles de trois coniques. 

En général, ces coniques n'ont pas de tangente commune; 
mais, dans des cas particuliers, elles peuvent en avoir une, 
deux, trois ou quatre, et le réseau aura autant de droites 
doubles. 

Réseau à une droite double. Cette droite fait partie de la 
courbe J qui se réduit à une conique. La Gayleyenne a une 
tangente double et est, par suite, du quatrième degré. 

Réseau à deux droites doubles. La Jacobienne est une droite, 
la Gayleyenne une conique. 

Réseau à trois droites doubles. C'est le réseau des coniques 
conjuguées à un triangle dont les côtés forment la Jacobienne, 
les sommets la Gayleyenne. 

Réseau à quatre droites doubles. On peut prendre trois de 
ces droites pour coniques S^, S,, S, ; on a alors, P^, P,, P,, 
P^ étant quatre fonctions linéaires, 

ou X,PÎ + \V\ =: \V\ - XjPi; 

ce qui montre que les deux droites P^ = o, P, = o se cou- 
pent au môme point que P, = o, P^ = o, et le réseau se 
compose des droites doubles passant par ce même point. 
Mêmes conclusions pour les réseaux tangentiels. 

III. — Nous allons appliquer ces résultats à la démonstration 
de propriétés, connues pour la plupart. Comme les consé- 
quences sont immédiates, nous nous contenterons d'énoncer 
les résultats. 

1 . L'enveloppe des cordes communes à une conique et aux 
coniques d'un faisceau ponctuel est une courbe de troisième 
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classe; le lieu des points de rencontre de ces cordes com- 
munes est une cubique. 

2. Le lieu des pôles d'une droite par rapport aux coniques 
d*un faisceau ponctuel est une conique; l'enveloppe des tan- 
gentes aux points de rencontre de la droite avec les coniques 
est une courbe de troisième classe à tangente double. 

3. Cas particulier de 2. Le lieu des centres des hyperboles 
équilatères circonscrites à un triangle est un cercle; l'enve- 
loppe des asymptotes une hypocycloïde à trois rebroussements. 

4. Cas particulier de 2 oîi la droite passe par un des quatre 
points fixes du faisceau ponctuel. Le lieu est une droite, et 
Tenveloppe une conique (Réseau à deux droites doubles). 

5. Exemple. Lieu des centres et enveloppe des asymptotes 
des coniques circonscrites à un trapèze. 

6. L'enveloppe des sécantes communes à une conique et 
aux coniques tangentes à deux droites fixes en deux points 
fixes est une courbe de troisième classe à tangente double; 
le lieu des points de rencontre des sécantes communes est 
une conique. 

7 . Cas particulier où les coniques variables sont des cercles 
concentriques. Le lieu des points de rencontre des sécantes 
communes est l'hyperbole d'Apollonius du centre fixe des 
cercles par rapport à la conique fixe. 

8. Le lieu des points de rencontre des tangentes communes 
à une conique et aux coniques d'un faisceau tangentiel est 
une cubique; l'enveloppe des droites joignant les ombilics 
correspondants est une courbe de troisième classe. 

9. Le lieu des points de contact des tangentes menées d'un 
point aux coniques d'un faisceau tangentiel est une cubique. 
L'enveloppe des polaires du point est une conique. 

10. Cas particulier oîi les coniques sont homofocales : la 
cubique est une strophoïde, la conique une parabole. 

11. Cas particulier de 9, ou les coniques sont des cercles 
concentriques. Môme résultat que n® 10. 

12. Le lieu des points de rencontre des tangentes menées 
aux coniques inscrites dans un quadrilatère par deux points 
pris sur les diagonales est une conique. 

13. Cas particulier de 8. Le lieu des foyers des coniques 
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inscrites dans un quadrilatère est une cubique, l'enveloppe des 
axes une courbe de troisième classe. 

Si le quadrilatère est circonscrit à un cercle, le lieu est une 
slrophoïde, Tenveloppe une parabole. 

Si le quadrilatère est un parallélogramme, le lieu est une 
conique, Tenveloppe un point. (Les points doubles du réseau 
sont conjugués des points cycliques et des points à l'infini 
sur les côtés du parallélogramme.) 

14. On donne quatre points fixes A, B, G, D. Lieu des 
ombilics communs aux coniques ayant pour foyers, les unes 
A, G, les autres B, D, et enveloppe des droites qui joignent 
les ombilics communs. Le lieu est du troisième degré, Tenve- 
loppe de troisième classe. 

Si ABGD est circonscrit à un cercle, le lieu est une stro- 
phoïde, l'enveloppe une parabole. 

Si ABGD est un parallélogramme, le lieu est une conique, 
l'enveloppe un point centre du parallélogramme. 

Si A,L>,G,D sont en ligne droite, le lieu est uu cercle dont 
le diamètre a pour extrémités les points conjugués à A,G et 
B,D. On démontre facilement ce dernier résultat par la géo- 
méliio, soit directement, soit eu projetant la figure du dernier 
cas particulier du n^ 13. 

IV. Il nous reste à faire connaître des propriétés particu- 
lières aux réseaux à deux droites ou points doubles. 

l^' Ëtant données trois coniques d'un réseau à deux droites 
doubles, on peut trouver des coniquejs bitangeutes à ces trois 
coniques. En effet, soient 

S = 0, 
S -♦- a«P* - jb*Q« = G, 

S -H y"P* - 5"Q" = o, 
les équations de ces trois coniques. Les équations générales 
des coniques bitangentes à S et S' et à S' et S" sont 
[aP -h PQ -H X(aP - pQ)]« - 4XS = o, 
[yP -+- 8Q 4- hi(yP - 5Q)j' - 4j*S = o; 
ou a(i -4- X)P -4- p(i - X)Q + 2 v/S v/X = o, 

y(i -h ix)P -4- 8(i — {jl)Q -+- 2 \/S v/[a = o. 
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Les conditions sont donc 

tt(i -4- X) __ p(r ~ Xj _ v^ 

On peut évidemment disposer de X et fx de manière à 
satisfaire à ces deux équations. 

2^ Inversement, étant données deux coniques, toutes les 
coniques qui leur sont à la fois bitangentes, le point de ren- 
contre des cordes de contact étant le même (nous éviterons, 
désormais, de répéter cette condition qui sera sous-entenduo) 
appartiennent à un même réseau à deux droites doubles. Et 
même, plus généralement étant données deux coniques, on 
considère les coniques qui leur sont à la fois bitangentes, et 
les coniques S qui passent par les quatre points de contact; 
ces coniques S font partie d'un même réseau à deux droites 
doubles. 

Effectivement prenons un triangle de référence dont deux 
côtés sont les cordes communes aux deux coniques données 
et qui se coupent au point de concours des cordes de contact; 
soit S^ = Tune des coniques données, toute conique S a 
une équation de la forme 

S^ -H Ix* -4- jJLy* = G, 
ce qui établit la proposition. 

Le système des coniques S a été étudié par Chasles {Traité 
des sections coniques^ p. 340 et suivantes). Les propriétés 
précédentes conduisent immédiatement aux résultats qu'il 
obtient. 

Y. Applications. — 1 . On considère les coniques tangentes 
à quatre droites. L'enveloppe des droites qui joignent deux à 
deux les points de contact est une conique. 

2. On considère les coniques passant par quatre points. Le 
lieu des points de concours des tangentes aux coniques en 
ces points est une conique. 

3. On donne deux cercles et Ton considère les coniques 
bitangentes aux deux cercles et telles que les centres des 
deux cercles soient sur un même axe. Le lieu des foyers est 
un cercle. 
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4. On donne deux cercles se coupant en AB. On considère 
les coniques S bitangentes aux deux cercles et telles que 
les centres des deux cercles soient sur un même axe, puis les 
coniques £ ayant pour foyers A et B. Le lieu des ombilics 
communs à S et S est un cercle passant par A et B. 

5. On donne deux coniques telles qu'on puisse inscrire à 
Tune des quadrilatères circonscrits à Taulre ; par les sommets 
de ces quadrilatères on mène des hyperboles équilatères ; le 
lieu des centres est un cerclC; Tenveloppe des asymptotes une 
hypocycloïde à trois rebroussements. 

6. On donne deux coniques S,S' et Ton mène les coniques 
bitangentes à S et S', puis les coniques G passant par les 
quatre points de contact et les coniques S tangentes aux 
quatre tangentes aux contacts. Le lieu des ombilics communs 
à deux coniques 2 est une conique et Tenveloppe des cordes 
communes à deux coniques G est une conique. 

En particulier, on considère deux coniques et l'on mène les 
coniques bitangentes, le lieu des points de rencontre des 
tangentes menî^es aux points de contact se compose de trois 
coniques en considérant les trois pôles communs aux coniques 
données. Si les coniques données sont homofocales {Problème 
de Vagrégatioriy 1874), une des coniques obtenues est un cercle. 

NOTE SUR LE CONE DE GHASLES 

ET LA CUBIQUE DES NORMALES 
Par M. E. Bally, élève au collège Stacislas. 



Gette Note renferme la démonstration géométrique de 
quelques propriétés simples, relatives au cône de Gliasles et 
à la cubique des normales d'un point par rapport à une 
quadrique. On trouvera, à la fin de cet article, les énoncés de 
problèmes qui lui ont fourni ses éléments principaux. 

I 

1° Le cône de Ghasles d'un point A, relatif à une qua 
drique r de centre se définit à peu près comme Thyper- 
bole d'Apollonius dans le plan d'une conique. 
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Menons, par OA, un plan P ; et, au point A, un plan Q 
perpendiculaire à la direction conjuguée de P. Le plan Q 
contient la perpendiculaire abaissée de A sur la direction de 
plan conjuguée de OA, ou, si Ton veut, sur le plan polaire 
de A. 

Les deux faisceaux (P) et (Q) sont homographiques, et 
l'intersection des plans homologues déorit un cône du second 
ordre de sommet A, qui contient les axes des deux faisceaux. 

2° Ce cône, que je désignerai par G, est le lieu des droites qui 
passent au point A et qui sont perpendiculaires à leurs conjuguées. 

En effet, soit G une génératrice du cône. Sa droite conjuguée 
est parallèle à la direction conjuguée du plan diamétral P qui 
contient G. Or, par construction, la droite G est située dans 
un plan perpendiculaire à cette direction. 

Réciproquement, si une droite G passant par A est per- 
pendiculaire à sa conjuguée, on peut mener par cette droite 
un plan Q perpendiculaire à la direction conjuguée du plan 
diamétral P qui la contient : elle appartient donc au cône C. 

3® Les normales à la quadrique, aux points de contact des 
plans tangents menés par une génératrice G du cône, sont 
dans le plan perpendiculaire à G mené par sa conjuguée G'. 

Réciproquement, si les normales aux points de contact 
des plans tangents menés par une droite G se coupent, leur 
plan qui contient la conjuguée G' de G est perpendiculaire 
à G, d'où il suit que G et G' sont rectangulaires. 

4® Le cône de Chastes G d'un point A ne change pas si l'on rem' 
place r par une quadrique homofocale. 

On sait que les pôles d'un plan, par rapport à une famille 
de surfaces homofocales, sont situés sur la normale à ce plan, 
en son point de contact avec la surface qui lui est tangente. 

Or, soiL une génératrice G du cône, et menons par G les 
deux plans tangents à la quadrique F : les normales aux 
points de contact sont dans un plan perpendiculaire à G 
(§ 1, 3*^). Les pôles de ces deux plans, relatifs à une quadrique 
homofocale F' sont situés respectivement sur ces deux nor- 
males, et la droite qui les joint, conjuguée de G par rapport 
à F', est perpendiculaire à G. La droite G appartient donc 
au cône de Chasles de A relatif à F' (§ 1, 2«). 
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5® Les droites remarquables situées sur le cône de Chasles 
d'un point A relatif à une quadrique F sont : 

I. La droite AO et la perpendiculaire abaissée de A sur 
son plan polaire, axes des faisceaux générateurs (P) et (Q). 

II. Les parallèles aux axes de la quadrique issues d^ A : 
car chacune d'elles est perpendiculaire à sa conjuguée, qui 
est parallèle au plan principal correspondant. 

in. Les six normales à la quadrique issues de A : car cha- 
cune d'elles est perpendiculaire au plan tangent en son point 
d'incidence, et ce plan contient sa conjuguée. 

lY. Les axes A et A' de la section plane de la quadrique, 
section qui a pour centre le point A. En effet, les plans tan- 
gents à la quadrique aux extrémités de A, contiennent les 
tangentes en ces points à la section, lesquelles sont perpen- 
diculaires à A. Leur intersection, conjuguée de A, est donc 
perpendiculaire à A. 

Y. Les axes du cône de sommet A circonscrit à la qua- 
drique. Les conjuguées de ces droites sont en effet les traces, 
sur le plan polaire do A, des plans principaux correspondants, 
qui leur sont respectivement perpendiculaires. 

II 

Cherchons la trace du cône C sur le plan polaire du som- 
met A. Soient T la projection de A sur ce plan, et £ la section 
que ce plan détermine dans la quadrique. Les plans P ont 
pour traces des diamètres de £, les plans Q ont pour traces 
les perpendiculaires issues de T aux directions conjuguées 
des diamètres précédents. Les points d'intersection des rayons 
(P) et (Q), traces des génératrices du cône G, décrivent donc 
l'hyperbole d'Apollonius du point T relative à la section L. 

On voit ainsi que le cône G du point A est le même pour 
toutes les quadriques inscrites à la première, le long de la 
courbe £ déterminée par le plan polaire de A. En particulier, 
on peut dire que le cône G est le cône de Ghasles du point A 
relatif à la conique £; il contient la droite qui passe au centre 
de S, la perpendiculaire au plan et les parallèles aux axes 
de S. Les quatre droites suivant lesquelles il coupe le cône 
du sommet A qui contient £ sont les normales à £ issues 
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de S: en effet, ces droites se projettent sur le plan de £ 
suivant les normales à £ issues do T. 

Du reste, les définitions du cône de Chasles conviennent 
entièrement au cas d'une conique; il sufiit de remplacer les 
expressions : direction conjuguée d'un plan par direction conjuguée 
de sa trace sur le plan de la conique, et conjuguée d'une droite 
par polaire de sa trace sur le plan de la conique. 

On a vu que le cône de Chasles d'un point est le même pour 
toutes les quadriques homofocales, et en particulier pour les 
focales du système. D'après ce qui précède, sa trace sur un 
plan principal sera l'hyperbole d'Apollonius relative à la focale 
située dans le plan considéré, de la projection T du sommet A 
sur ce plan. 

Le cône G ne change pas si l'on remplace la quadrique F 
par une quadrique homothétique et concentrique, car la 
direction du plan polaire de A est invariable, ainsi que la 
droite OA et les directions des axes. 

Les plans polaires du point A par rapport aux quadriques 
homofocales ou homothétiques et concentriques à la quadrique 
donnée, coupent le cône G suivant des hyperboles équilatères. 
Si l'on coQsidère les quadriques bitangentes aux premières, 
les plans des courbes de contact étant les plans polaires de A 
correspondants, et les quadriques homofocales à celles-^ci, le 
cône G sera encore le cône de Chasles du point A. On pourrait 
continuer ainsi indéfiniment. Les plans polaires de A par 
rapport aux quadriques de cet ensemble, coupant G suivant 
des hyperboles équilatères, sont parallèles aux plans tangents 
au cône supplémentaire de G. 

On voit immédiatement que le cône de Chasles d'un point A 
est le lieu des normales issues de A aux quadriques de l'en- 
semble, le lieu des projetantes de A sur ses plans polaires, 
le lieu des parallèles menées par A aux axes de ces quadri- 
ques, etc. 

III 

L'enveloppe des droites perpendiculaires à leurs conjuguées 
et qui sont situées dans un plan H, est la polaire réciproque, 
par rapport à la quadrique F, du lieu des droites analogues 

JOURMAL DE MATH. SPÉC. — 1896. 9. 
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qui passent au pôle A du plan H, c'est-à-dire la polaire réci- 
proque du cône U du point A. 

C'est donc une parabole (puisque le cône G passe au centre 
de F), tangente aux trois droites d'intersection du plan H et 
des plans principaux (car la conjuguée d'une parallèle aux axes 
est située dans le plan principal correspondant), et à la trace, 
sur le plan H, du plan diamétral conjugué de la direction 
perpendiculaire à H (cette dernière droite est la conjuguée de 
la perpendiculaire abaissée de A sur H). 

La direction de l'axe de la parabole est conjuguée du plan 
langent au cône C suivant OA. Or, de la première définition 
de ce cône, il résulte que le plan tangent suivant OA est le 
plan diamétral conjugué de la direction perpendiculaire au 
plan défini par OÂ et la projetante de A sur son plan polaire : 
l'axe est parallèle à cette direction. 

De plus, elle est tangente aux axes de la section 2| que le 
plan H détermine dans la quadrique, car ces droites sont 
perpendiculaires à leurs conjuguées, comme on l'a vu dans 
l'étude du cône G. 

Lorsque le plan H se déplace parallèlement à lui-même, la 
parabole engendre un cône défini par cinq plans tangents : 
les trois plans principaux, le plan diamétral H^ qui est 
parallèle à H, et le plan diamétral E conjugué de la direction 
perpendiculaire à H. 

Ge cône, que je désignerai par Ci , est en outre tangent aux 
deux plans menés par le diamètre OA conjugué de H^, et les 
axes de la section déterminée par H^ ; la génératrice de contact 
sur le plan H^ est perpendiculaire à OA. 

IV 

On peut appeler cônes conjugués par rapport à une qua- 
drique deux cônes tels que les génératrices de l'un soient 
parallèles aux directions conjuguées des plans tangents à 
l'autre. On voit aisément qu'ils sont réciproques, et que les 
cônes supplémentaires en sont un cas particulier. 

Le cône C étant défini par les parallèles aux axes de la 
quadrique, la droite OA et la perpendiculaire abaissée de A 
sur son plan polaire, reste égal à lui-même si l'on déplace son 



i 
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sommet sur la droite OA. Lorsque son sommet est en 0, il 
est défini par les trois axes, la droite OÀ, et la perpendicu- 
laire OT au plan diamétral H conjugué de OÀ. 

Le cône Ci, correspondant au plan H, est défini par cinq 
plans tangents, diamétraux conjugués des droites qui défi- 
nissent G. Les cônes G et G^ sont donc conjugués par rapport 
à la qaadrique. 

Gherchons les droites OA pour lesquelles le cône corres- 
pondant G est de révolution. Faisons décrire à OT l'un (R) 
des quatre cônes de révolution défini par les trois axes; le 
plan perpendiculaire enveloppe un cône de révolution R| 
tangent aux trois plans principaux, et le diamètre OA conjugué 
de ce plan, décrit un cône du second ordre Ri conjugué de R^ , 
qui contient les trois axes de la quadrique. Les deux cônes R 
et Ri se coupent suivant une quatrième droite D, qui répond 
à la question. On trouverait de même trois autres droites, symé- 
triques de la première par rapport aux plans principaux. 

Gherchons les plans H^ pour lesquels le cône correspon- 
dant Gj est de révolution. Lorsque le plan K (diamétral 
conjugué de la direction perpendiculaire à HJ enveloppe 
l'un (Ri) des quatres cônes de révolution tangents aux trois 
plans principaux, son diamètre conjugué décrit le cône 
conjugué Ri qui contient les trois axes, et le plan perpendi- 
culaire Hj enveloppe le cône S,' supplémentaire de Ri et 
tangent aux quatres plans principaux. Le quatrième plan 
tangent P commun à R^ et à S répond à la question. On 
obtiendrait de même trois autres plans, symétriques du premier 
par rapport aux plans principaux. 

La droite D est une génératrice commune aux cônes R 
et Ri. Le plan P est un plan tangent commun aux cônes 
supplémentaires R^ et S. Gomme la droite D n'est perpendi- 
culaire à aucun des autres plans tangents communs à Rj 
et S (plans principaux), on voit que P et D sont perpendi- 
culaires. 

Y 

La cubique C aux pieds des normales d'un point A peut 
se définir ainsi : 
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« Lieu d'un point M tel que le plan polaire de M par 
rapport à la quadrique soit perpendiculaire à AM. j> 

La droite AM, étant perpendiculaire à sa conjuguée, doit 
se trouver sur le'cône de Chasles G du point A. Pour obtenir 
le point M, il faut prendre Tintersection de AM avec le 
diamètre conjugué du plan perpendiculaire (la condition 
nécessaire et suffisante pour que ces droites se rencontrent 
est que AM soit perpendiculaire à sa conjuguée). Or, quand 
AM décrit le cône G, le plan perpendiculaire mené par 
enveloppe un cône égal au cône supplémentaire, et le diamètre 
conjugué de ce plan décrit un cône G, conjugué de ce 
dernier. Du reste, quand la génératrice de G vient sur la 
perpendiculaire issue de A à son plan polaire, la génératrice 
correspondante de G, vient sur OA. Les cônes G et G, ayant 
une génératrice commune OA, se coupent suivant une cubique 
gauche passant en et A. 

Soit M le pied d'une normale issue de A; le plan polaire de M 
(tangent à la quadrique) est perpendiculaire à AM : ce point 
est donc sur la cubique. Soit la parallèle issue de A à l'un 
des axes : le plan polaire du point à l'infini sur cette droite 
lui étant perpendiculaire, ce point appartient à la cubique. 

De la définition de la cubique ÏI, il résulte que sa tangente 
au point A est la perpendiculaire AT abaissée de A sur 
le plan polaire de ce point. Le plan osculateur en ce point est 
le plan tangent au cône suivant AT ; c'est-à-dire le plan 
mené par AT perpendiculairement à sa conjuguée* 

VI 

Le lieu des cubiques ( qui passent par un point donné M 
est le cône de Ghasles de ce point. 

En effet, soit A le point de concours (situé sur la cubique) 
des normales à Tellipsoïde en ses points de rencontre avec la 
cubique. La droite AM, appartenant au cône de Ghasles du 
point A est perpendiculaire à sa conjuguée : elle appartient 
donc au cône de Ghasles du point M. Ge dernier, et le cône 
du sommet M qui contient la cubique, ont cinq droites 
communes : 1® MA, MO; S® les parallèles aux axes issues 
de M* Ils sont donc confondus. 
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Puisque, d'après la définition de la cubique, AM est per- 
pendiculaire au plan polaire de M, on voit que le lieu des 
points A (points de concours des normales) relatifs aux 
cubiques K qui passent en M est la perpendiculaire abaissée 
de M sur son plan polaire. 

Réciproquement, si un point A décrit une droite perpen- 
diculaire à sa conjuguée, les cubiques C relatives à ce point 
passent en un point fixe M situé sur cette droite, pôle du 
plan perpendiculaire, mené par la conjuguée. Elles décrivent 
donc le cône de Chasles du point M ; ce cône contient la droite 
en question. 

On sait [voir Chasles : Mémoire sur les surfaces engendrées par 
une ligne droite (extrait du tome XI de la Correspondance mathé- 
maiique et physique)] que les cubiques Ç, relatives aux divers 
points d'une droite, décrivent une quadrique qui contient la 
droite. Cette quadrique est un paraboloïde lorsque la droite 
est parallèle à un plan principal. (Voir la Revue de MathémO' 
tiques spéciales, numéro d'avril 1896, problème proposé par 
M. Antomari.) 

D'après ce qui précède, cette quadrique est un cône 
lorsque la droite est perpendiculaire à sa conjuguée, et un 
cylindre, lorsqu'elle est parallèle à un axe. 

Soit une cubique Ç relative au point (a, p, y) et définie par 

les équations 

a*a 6«B c'y 

Soit un point {x^, y^^ Zq) relatif à la valeur X^ du para- 
mètre. Je dis que la cubique C est la cubique des normales 
du point {Xq, ^0) ^0)9 relative à la quadrique homofocale à la 
quadrique donnée, et qui aurait pour carrés des longueurs 
des axes a* -1- X^ , 6* + X^ , c* -h X^ . 

En effet, par hypothèse, on a 

En égalant les valeurs de a'a, 6"p, c'y tirées des équa- 
tions (1) et (2), on a 
x{a* + X) = x^{a^ -h XJ, i/(6* + X) = y^{b^ 4- X,), 

3(c» + y) = ^o(c" + Tt), 
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et, en posant X — X| = (a, on a 

(a» -4- Xi)a?o 



X = 



y = 



z = 



(a» -h Xj) + p. 

(ft' -H ^i)yo 

(6. 4- X,) -h f. 
(c* -h X,)^o 



(C* -H X J -H (X C. Q. F. D. 

Ceci montre que le 'point A (point de concours des nor- 
males) n'est pas un point particulier de la cubique ^, puisque 
tout autre peut jouer le même rôle vis-à-vis d'une quadrique 
convenablemeni choisie. 

Une cubique des normales relative à une quadrique 
conserve sa propriété caractéristique vis-à-vis des quadriques 
homothétiques et concentriques, et des quadriques homofo- 
cales. Mais, tandis que dans le cas des premières le point de 
concours des normales est fixe, dans le cas des secondes, il 
décrit la cubique. 

Etant donnée une cubique qui passe au centre d'une qua- 
drique et possède trois directions asymptotiques parallèles 
aux axes, la condition nécessaire et suffisante pour que les 
normales à une quadrique du système homofocal ou homo- 
thétique et concentrique à la quadrique donnée, en ses six 
points d'intersection avec la cubique, soient concourantes, 
est qu'une droite, joignant deux points de la cubique, soit 
perpendiculaire à sa conjuguée. Toutes les cordes de la 
cubique jouissent alors de cette propriété. 

VII 

La perspective de la cubique, perspective faite d'un point 
de la courbe comme point de vue sur un plan principal, est 
l'hyperbole d'Apollonius, relative à la focale située dans ce 
plan, de la projection du point de vue sur ce plan. Ceci 
résulte de ce qu'on a dit antérieurement de la trace d'un 
cône de Chasles sur un plan principal. 

Soit M un point de la cubique C du point A. Le cône de 
sommet M qui contient la cubique étant le cône de Chasles 
de ce point, sa trace sur le plan polaire de M est l'hyperbole 
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d'Apollonius de la projection T de M sur ce plan, par 
rapport à la section que ce plan détermine dans la quadrique. 
Or, âM étant perpendiculaire au plan polaire de M, le 
point T n'est autre chose que l'intersection de ce plan et 
de AM. En appliquant cette remarque au cas oh le point M 
est à l'infini dans la direction de l'un des axes, on voit que la 
cubique se projette orthogonalement sur un plan principal 
suivant l'hyperbole d'Apollonius de la projection de A, par 
rapport à la section principale correspondante, ce que 
montrent bien les équations 

a'(tt - x) _ 6«(p — y) __ c*(y — ^) 
X ~~ y '^ z 
Nous indiquerons, en terminant, quelques exercices se 
rattachant au sujet précédent, et qui, nous l'avons dit plus 
haut, ont inspiré cette Note. 

VIII 

(A) On considère les droites D telles que si par chacune 
d'elles on mène des plans tangents à un ellipsoïde donné, les 
normales aux points de contact M et M' soient dans un 
même plan. 

1^ Démontrer que la droite D et la droite des contacts MM' 
sont rectangulaires. 

2® Trouver le lieu des droites D qui passent par un point 
donné A. 

3® Ce lieu est un cône du second degré ; trouver le lieu des 
positions du point A pour lesquelles ce cône est de révolution. 

4® Trouver l'enveloppe G des droites D qui sont contenues 
dans un plan donné P, et trouver la surface S engendrée par 
la courbe G quand le plan P se déplace parallèlement à un 
plan donné Q. 

S® Trouver pour quelle direction du plan Q la surface S est 
de révolution. (Agrégation^ 1881.) 

(B) Étant donnés un ellipsoïde et un point, on mène par le 
point une droite quelconque D et le plan P perpendiculaire, 
trouver la condition pour que le diamètre conjugué du plan 
rencontre la droite, et quand la condition est remplie, trouver 
le lieu du point de rencontre. (École normale. Oral). 
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(G) Etant donnés un système de quadriques homofocales et 
un point P, déterminer : 

1^ Le lieu des projetantes du point P sur ses plans polaires 
par rapport aux quadriques du système.' 

2® Le lieu relativement à l'une quelconque des quadriques 
des droites qui passent en P et sont perpendiculaires à leurs 
conjuguées. 

3^ Le lieu des normales menées par P à toutes ces quadriques. 

4® Le lieu, relativement à Tune quelconque des quadriques, 
des droites passant en P et telles que Tune des sections faites 
par les plans passant par cette droite, aient cette droite pour 
axe. 

On trouvera pour tous ces lieux un même cône équilatère. 
Montrer que la section de ce cône par un plan principal des 
quadriques est l'hyperbole d'Apollonius relative à la focale 
des quadriques située dans ce plan, et à la projection du 
point P, sommet du cône, sur ce plan. 

(Papelier : Leçons sur les coordonnées tangenlielles^ 

tome II, page 326). 

DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR LA DÉFINITION 
ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M. Anbry. 

(Sut7e, voir page 175.) 



32 (*). — On peut quarrer une infinité de courbes par des 
procédés analytiques mais élémentaires, si on se donne 
comme acquise la quadrature des paraboles. 

Soit d'abord Téquation à trois termes 

Ma;«y^ + No^Pyi* = i . 

En posant x = vPifiy y = wV 

u et t; désignant de nouvelles variables, et déterminant les 

(*) Ce qui suit est le résumé d'une des notes que nous pensions ajouter 
à notre article : Recherches de courbes planes qttarrables et rectiflàbles (/. S,, 
1894, p. 124, etc.), ce que le manque de loisirs nous a empoché de faire. 
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exposants p» 9, r, s de manière que les facteurs do M et de N 
soient identiques, l'équation prendra la forme 

(M 4. N)w*v* = I 
et la quadrature sera ramenée à celle d*une parabole. 

Cette détermimtion peut se faire d'une infinité de manières; 
par exemple, en posant 

(a) X = iiv^"*, y = vu^^^y 

on trouve (M 4- N) w^""«* v *~* = i , 

— J-_ 
ou w^-i*t^-« = (M 4- N)"*"^. 

Y 





Fig. 97. Fig, 98. 

Ainsi, soient les deux courbes de Cramer (loc. cit.) repré- 
sentées figures 97 et 98j et dont les équations peuvent s'écrire 



^* + i^ - 2 
Posant dans la première 



3 
X = uv^ , 



^ -h - = 2. 
X y* 



2 
3 



et, dans la seconde, 



X = wv* , 



y = w% 



y= tm^^; 



on trouve que leurs quadratures se ramènent respectivement 
à celles des paraboles 

wV = I et 



u^v* = I. 



33. — Soit maintenant la courbe 

Uafy^ -*- Naf^^ + Pa?y -h , . . =7 i. 
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A l'aide de (a), cette équation se ramène à la forme 
(M + N)uV -h PwV + Lu'^vP +... = !, 
et, appliquant la même transformation une seconde fois, 

(M4-N + P)s"^' +... = !, 
et ainsi de suite. 

On peut toujours ainsi ramener la quadrature d'une courbe 
algébrique quelconque à celle d'une parabole, si toutefois 
cette quadrature est possible. Dans tous les cas, la méthode 
permet de la ramener à une courbe connue, comme le cercle 
ou l'hyperbole. Il pourrait même être donné les caractères 
que présente l'équation d'une courbe quarrable algébrique- 
ment, ou par arcs de cercles, ou par logarithmes, etc. 

(A suivre.) 

EXERCICES 

Par M. Barisien* 

[Suiie^ voir page 133.) 



23. —En chaqiie point M d'une ellipse on considère le point de 
Frégier (*) correspondant P situé sur la normale^ et les points A 
et B oii cette normale rencontre respectivement le grand et le petit 
axe. Montrer que : 

l^ Les points M e^ P sont conjugués harmoniques des points A 

et B. 

■p 

2** Le rapport est constant y R désignant le rayon de cour- 
bure en M. 

Si Xi et yi désignent les coordonnées du point M, celles a et p du 
point de Frégier sont 

^ X, (g^ - 6^) ^ 3/1 (g' - b*) 

^ a> + ^* ' a> + 6* ' 

Par conséquent, 

, 4 (b*xl 4- a*y\) 

(1) MP» = {X, - «)» + (y, - P)» = ^ \J^ ^^^:'^ > 

On a, d'autre part 

(h'x\ + a'^y\f 

a*b* 
(*) C'est le point R de rexercice 16 
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(3) MA'= ' \ ^ > MB* = — ^^ 

1* Des formules (1) et (3), il résulte immédiatement la proportion har- 
monique 



2 I I 



MP MA MB 
2* On a, d'après (1) et (2) 

R _ (g* 4- b*? 

Remarque, — On a encore les relations 
MP.MA.MB _ 20«6^ AB _ g* — b* MA.MB.AB 

R ""g» + 6*' MP~~ 2a«6> R 



CORRESPONDANCE 



= g« — 6«. 



Extrait d'une lettre de M. Mannheim : 

« On peut remarquer que la courbe W (pages 171, 172) est 
tangente en I à la conique qu'on obtient eu substiluaot aux 
courbes U, V leurs tangentes AR, BR. 

» La tangente en I à cette conique se construit ainsi : du 
point I, on mène une parallèle à AR, cette droite coupe Ox en 
un point qu'on réunit par une droite à A, cette dernière droite 
rencontre OB en un point qui appartient à la tangente cherchée. 
On peut arriver directement à ce résultat sans employer une 
conique. 

» Voici comment on peut construire la tangente en I à la 
courbe lieu de ce point {fig. 5, p. 174). On prend M'A' — MA, 
dans le môme sens. On mène la droite qui va de A' au point 
de rencontre de A et de la tangente en M à U, du point M' 
on mène une parallèle à cette droite ; elle coupe A en un 
point de la tangente demandée. & 

QUESTION 420 

Solution par M. A. Droz-Farnt. 



Étant donné un tétraèdre tel que Vhyperboloïde qui passe par les 
quatre hauteurs soit de révolution^ le cône asymptote de cet hyper- 
boloïde a un angle constant, quel que soit le tétraèdre. 

(Welsch.) 
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Quel que soit le tétraèdre, son hyperboloîde des hauteurs 
est orthogonal, c'est-à-dire qu'il possède une infinité de 
triples de génératrices d'un même système perpendiculaires 
deux à doQx. Son cône asymptote possède donc une infinité 
de triples de génératrices orthogonales. Si Thyperboloïde est 
de révolution, il en sera de même de sou cône asymptote; or 
un cône de révolution est bien détermioé par un de ces triples. 
Il est facile de constater par une construction géométrique des 
plus simples que la tangente trigonométrique du demi-angle 
au sommet est égale à s/t,. 

Nota. — Solution géométrique analogue, par un anonyme. 



QUESTION 422 

Holntion par M. A. Droz-Farnt. 



La normale^ en un point M d*une parabole^ rencontre la courbe 
en un second point P et Vaoce en Q,. La normale au point P ren-- 
contre l* axe en N. On projette N en T, sur la tangente en M. 
Démontrer que la droite QT est parallèle à PN. 

(E.-N. Barisien.) 

Soient F le foyer de la parabole et A le pôle de la corde 
normale MP. D'après un théorème bien connu de Newton 



on a : 



AM^ FM 



AP* FP 
Or MQ* = 2p.¥M 



et par conséquent 
(1) 



PN' = 2p FP 
AM MQ 



AP PN 

Abaissons de N la perpendiculaire NL sur PM; les 
triangles LNP et AMP sent semblables; donc 

^ ' AP PN 

Il résulte des égalités (1) et (2) que LP = MQ, d'oU 

TN = ML = PQ. 
La figure QPNT est donc un parallélogramme. 
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Autrement (solution et généralisatioD par un anonyme). — 
La propriété qu'il s'agit de démontrer est vraie pour une 
conique quelconque, comme on va le voir. 

Soient, en effet, M un point arbitraire d'un conique et MP 
la normale en ce 
point à cette 
courbe. Uette droite 
coupe de nouveau 
la conique en P et 
son pôle est L. Du 
point Q, oîi MP 
rencoutre un axe 
de la conique, me- 
nons une perpendi- 
culaire à LP, elle 
coupe au point T 
la tangente en M à la conique. Le point Q est alors Torlho- 
centre du triangle LTP et la droite LQ est perpendiculaire 
à TP. 

La polaire du point Q, par rapport à la conique, est la per- 
pendiculaire abaissée de L sur Taxe qui contient Q. Cette 
perpendiculaire et les droites LM, LQ, LP forment un fais- 
ceau harmonique; il en est alors de même des perpendiculaires 
abaissées de Q sur ces droites. Par suite, le point I où TP 
coupe Taxe est le milieu du segment. Si Ton prolonge QI 
de sa propre longueur, on obtient le point N de la normale 
PN à la conique, puisque cette droite est parallèle à QT. 
La droite NT est parallèle à PQ, c'est-à-dire que cette 
droite est perpendiculaire à la tangente en M. Elle donne T 
et QT est parallèle à PN. 

Solution ajialytiqae par M. Foucàrt. 

Soit y^ — ipx = o l'équation de la parabole. 

f-i SL^^ %f sont les coordonnées de M, MP a pour équation 
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On en déduit, pour l'ordonnée y, de P 



L'abscisse de N est alors 

7 



/2p« -h jT' y 



2/) 

L'ordonnée y, de T est la solution commune en y aujt 
équations de MT et TN qui sont respectivement 
(MT) 2px - 2]fy + y'* = G, 

a: ?^^ p 

(TN) ^P * 



P - y' 

On a, en résolvant y, = -^- — r^* 

Donc y« = — yi • 

Les points P et T sont symétriques par rapport à Ox. 
La fi^re PQTN est un losange; donc... 



QUESTION 425 

Solution anonyme. 



On considère un point M sur une ellipse E. La parallèle au 

petit aoce^ menée par M, rencontre le cercle principal en M\ On joint 

le centre de Vellipse E à W; la droite OM' coupe r ellipse en 

N. Montrer que si ON = d, le rayon de courbure de l'ellipse en M 

a*b* 
est donné par l'expression R = — r^ » a, b désignant les demi-axes 

de Vellipse. (Tzitzéica.) 

Les tangentes en M et M' à rdlipse et au cercle princi- 
pal se coupent en L sur le grand axe de l'ellipse. On a, en 
^ertu d'une relation connue (*), 

R M? a 

X T- 



a MX 



TTZ 



(*) Voir Mannheim, Principes et développements de Géométrie cinématique, 
p. ^. 
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Abaissons de N une perpendiculaire sur le petit axe do 
Tellipse et soit N' le point où elle rencontre la circonférence 
décrite sur le petit axe de l'ellipse comme diamètre. Les 
triangles M'ML, NN'O sont semblables. Ils donnent 

ML 6 
MX - d 
Portant cette valeur dans la relation précédente, il vient 
bien 

Autrement (*). — Le rayon de courbure en M a pour expres- 
sion 

ÔM^ 



R = 



ab 

9 étant l'anomalie excentrique du point M, OM' fait avec 
le grand axe l'angle ^ , on en déduit immédiatement : 

Qb ab 

v/6*sin»(p + a*cos«(p OM 
et par suite R = -^ • 

Nota. — Solations diverses par MM. E. Foucart,Droz-Farny, Tzitzéiga, 
J. Goujon. 



QUESTIONS PROPOSEES 



B07. — Soit MP la corde commune à l'ellipse 

et à son cercle osculateur en l'un de ses points M. 
On considère sur MP deux points Q, Q' tels que 

QM Q'M 



QP Q'P 



= A. 



(*) Cette solution est de M. H. L*Huillier, répétiteur au lycée de Bar- 
le-Duc. 
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l^ Montrer que le lieu des points Q et Q' se compose des 
deux sextiques 

„i'(l-&)-'*-)I[<-')-(M^)-<-')-] 
,,i*(M^)-<*-'T[<-'K^&)-'-"'] 

2® Lorsque & varie, le lieu des points d'intersection de ces 
deux courbes est une courbe du 10^ degré. 

(DroZ'Farny et E.-N. Barisien.) 

508. — On considère trois ellipses coaxiales^ S, S', S' de 
demi-axes respectifs (a, 6 , (a', 6'), (a", 6"), tels que 

a b 

«' = — TT' ^' = — VT' 

COS» 6 SI1;« 6 

COS* 6 siu* 6 

6 étant un angle donné. 

Montrer que : 

1® Il existe une infinité de triangles k!'WC!' inscrits dans 
S" et circonscrits à S' aux points de contact A', B', C; 

2® Le triangle A'B'C est circonscrit à S en A, B, G; 

3« Los normales à S, en A, B, G, à S' en A', B', C, et à S'' 
en A', B", G'' concourent respectivement en N, N', N*. 

4"^ Galculer les aires des courbes lieux de chacun des points 
N, N', N^ (E.'N. Barisien.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS, 
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ESSAI 
d'une théorie géométrique des quadriques 

homofogales 

Par M. Charles Miehel, élève à TÉcole Normale supérieure. 



1. — Il existe quatre cônes parmi les quadriques d'un 
faisceau ponctuel. 

Les sommets de ces cônes sont les sommets du tétraèdre 
conjugué commun à toutes les quadriques du faisceau, et, en 
particulier, les trois arêtes de ce tétraèdre qui passent par 
un des quatre sommets forment un trièdre conjugué par 
rapport au cône correspondant. 

Corrélativement, il existe quatre coniques parmi les qua- 
driques d'un faisceau tangentiel. 

Les plans de ces coniques sont les faces du tétraèdre 
conjugué commun à toutes les quadriques du faisceau tan* 
gentiel, et, en particulier, les trois arêtes de ce tétraèdre qui 
sont dans le plan de Tune des coniques forment un triangle 
conjugué par rapport à la conique. 

Cela posé, supposons que l'une des coniques du faisceau 
tangentiel soit le cercle de l'infini. D'après le théorème pré- 
cédent, les quadriques du faisceau ont mêmes plans princi- 
paux. Les trois autres coniques du faisceau sont dans ces 
plans. 

2. — Venveloppe des plans qui coupent deux quadriques don* 
nées suivant des coniques bitangentes se compose des quatre cônes 
du faisceau ponctuel qui contient les deux quadriques. 

Les deux coniques étant tangentes aux points A et B, les 
droites conjuguées de la corde de contact AB par rapport 
aux deux quadriques se coupent en un point qui est à l'inter- 
section des tangentes aux coniques aux points A et B. Le 
pôle du plan des deux droites conjuguées par rapport à cha- 
cune des quadriques est un point de la droite AB qui est 
conjugué harmonique par rapport aux points A et B du 
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point d'intersection de celte droite et du plan. Le plan des 
deux droites conjuguées a donc môme pôle par rapport aux 
deux quadriques, et ce pôle est par suite le sommet d'un des 
quatre cônes du faisceau ponctuel qui contient les quadriques. 
Le plan des deux coniques est donc tangent à ce cône. 

Corrélativement, le lieu des points tels que les cônes issus 
de ces points et circonscrits à deux quadriques données soient 
tangents le long de deux génératrices se compose des quatre 
coniques du faisceau tangentiel qui contient les deux qua- 
driques. 

Supposons que Tune de ces quadriques soil le cercle de 
Tinfini. Le cône circonscrit à Tautre quadrique est bitangent 
au cône isotrope de même sommet; il est donc de révolution. 
Ainsi, le lieu des sommets des cônei de révolution circonscrits à 
une quadrique se compose des trois coniques du faisceau tangentiel 
qui contient la quadrique et le cercle de Vinfini. Ces points sont 
les foyers de la quadrique définis comme centres d'une sphère 
de rayon nul bitangente à la quadrique. 

On voit ainsi que Ijutes les quadriques d'un faisceau tan- 
gentiel qui contient le cercle de l'infini ont mêmes foyers. Co 
sont des quadriques homofocales, 

3. — Les coniques d'intersection des quadriques d'un 
faisceau ponctuel par un plan passent par quatre mêmes 
points et par conséquent sont conjuguées par rapport à un 
triangle fixe. 

Les plans polaires de l'un des sommets de ce triangle par 
rapport à toutes les quadriques du faisceau passent par le 
côté opposé. 

Cela posé, considérons un point quelconque de l'espace. Il 
existe une seule quadrique du faisceau passant par ce point. 
Coupons les quadriques de ce faisceau par le plan tangent en 
ce point. Elles sont rencontréas suivant des coniques conju- 
guées par rapport à un triangle fixe qui a un sommet au 
point donné. On voit ainsi que les plans polaires d'un point 
quelconque par rapport à toutes les quadriques d'un faisceau 
ponctuel passent par une droite fixe. 

Corrélativement, les cônes issus d'un point et circonscrits 
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à toutes les quadriques d'un faisceau langentiel sont conju- 
gués par rapport à un triëdre fixe qui a son sommet au point. 
Les pôles d'un plan fixe par rapport à toutes les quadriques 
d'un faisceau tangentiel décrivent une droite fixe. 

Supposons que le faisceau contienne le cercle de l'infini. 
Le triëdre fixe esl conjugué par rapport au cône isotrope qui 
a pour sommet le point; il est donc trirectangle et par suite 
les cônes de rnéme sommet circonscrits à des quadriques homofocales 
ont mêmes axes. Ils sont de plus tangents à quatre plans fixes. 

On voit en même temps que le lieu des pôles d'un plan fixe 
par rapport aux quadriques homofocales à une quadrique donnée 
est une droite perpendiculaire au plan. 

4. Foyers du cône. — Un cône issu d'un point M et cir- 
conscrit à un cône de somm^^t se réduit au couple des plans 
tangents menés de ce point au cône. Les droites suivant les- 
quelles le plan de l'infini rencontre ces plans sont tangentes 
à la conique à l'infini du cône de sommet 0, et, si le cône de 
sommet M est de révolution, au cercle de l'infini. Le point 
à l'infini de la droite OM est donc un des six points de ren- 
contre des tangentes communes à ces deux coniques. Ces six 
points, comme on le sait, se groupent deux par deux sur les 
côtés du triangle conjugué commun. 

Lo lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à 
un cône se compose donc de six droiles qui se groupent deux 
par deux dans les plans principaux du cône; en d'autres 
termes, les focales du cône se réduisentà des couples de droites. 

Foyers du cylindre. — Supposons que le point soit rejeté 
à riijfini. Alors le cône devient un cylindre. Si le couple des 
plans tangents menés d'un point M au cylindre forme un cône 
de révolution, les droites à l'imini des deux plans sont les 
tangentes menées de au cercle de l'infini. Le plan qui passe 
par le point M et les points de contact I et J de ces tan* 
gentes est perpendiculaire à OM, et les droites MI et MJ 
sont les tangentes menées du point M à la conique d'inter- 
section du cylindre et de ce plan. Le point M est donc un 
foyer de cette conique. Le lieu du point M est par conséquent 
le lieu des foyers des sections droites du cylindre. Il se com- 



220 JOURNAL DE mATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

pose de quatre droites parallèles aux génératrices et situées 
dans les plans principaux. 

5- — Le cône issu d'un point et circonscrit à une quadrique a pour 
focales les couples de génératrices des trois surfaces homo focales qui 
passent par le point. 

Par une génératrice d'une de ces surfaces, menons en effet 
les deux plans tangents au cône; ils sont tangents à cette 
surface et aussi à la quadrique inscrite dans le cône. Ils sont 
donc tangents à toutes les quadriques du faisceau tangentiel 
qui contient ces'deux quadriques homofocales et par suite au 
cercle de l'infini. Leur droito d'intersection, c'est-à-dire la 
génératrice, est donc une des droites d'une focale du cône. 

Les cônes issus d'un point et circonscrits à des quadriques 
homofocales sont homofocaux. 

Les cylindres circonscrits à des quadriques homofocales 
parallèlement à une même direction sont homofocaux ; leurs 
sections par un même plan perpendiculaire à cette direction 
sont des couiques homofocales. 

6- — L'axe d'un cône de révolution circonscrit à une quadrique est 
la tangente à la conique focale qui passe par le sommet de ce cône. 

En effet, les plans tangents menés à ce cône par l'axe do 
révolution sont tangents, d'une part, au cercle de l'infini et, 
d'autre part, à la quadrique. Il sont par suite tangents à toute 
quadrique homofocale et en particulier à la conique focale 
qui passe par le sommet du cône. Ils passent donc par la tan- 
gente à la conique en ce point. Cette tangente est par suite 
l'axe du cône. 

7. — Soit M un foyer d'une quadrique. Le cône de révolution 
de sommet M circonscrit à la quadrique est tangent au cône 
Isotrope de même sommet le long de deux génératrices tan- 
gentes à la quadrique en deux points A et B. La dfoite AB, 
qui est perpendiculaire au plan principal passant par M, est 
ce que l'on appelle la directrice correspondant au foyer M. 
Les plans tangents en A et B à la quadrique se coupent 
suivant l'axe du cône de révolution. Par suite, la tangcjite en 
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un point d'une focale est conjuguée par rapport à la quadrique de 
la directrice correspondant à ce point. 

8. — La trace d'une normale sur un plan principal est le pôle par 
rapport à la conique focale contenue dans ce plan de la trace sur le 
même plan du plan tangent au pied de la normale. Car le plan tan- 
gent est un plan principal du cône qui a pour sommet le point 
de contact et s'appuie sur la conique focale. 

9. — Zc5 couples de plans tangents menés par une droite à des 
quadnques homofocales ont le même couple de plans bissecteurs. 

En effet, ces couples de plans tangents sont ceux que Ton 
peut mener par la droite aux cônes circonscrits aux quadri(iues 
homofocales qui ont leur sommeten un môme point de la droite 
Or, ces cônes appartiennent, comme on sait, à un faisceau tan- 
genliel qui contient le cône isotrope de même sommet. Les 
couples de plans tangents menés par une même droite passant 
par le sommet commun sont donc, en vertu du théorème cor- 
rélatif du théorème de Desargues, conjugués harmoniques 
par rapport à un même couple de plans passant par la droite, 
et, comme Tun des cônes est isotrope, ces deux plans sont 
rectangulaires, d'oîi résulte le théorème. 

On en conclut qu'il y a deux quadriques homofocales à une 
quadrique donnée qui touchent une droite et que les plans 
tangents aux points de contact sont rectangulaires. 

10. Théorème de M. Darboux. — Etant données deux quadri- 
ques S et S', s il existe une quadiique A circonscrite à S et 
homo focale à S', il existe une quadrique B circonscrite à S 
et homofocale à S. 

Considérons le pôle commun par rapport aux quadriques 
S et A du plan de leur courbe de contact, et prenons un 
plan quelconque passant par et tangent à la quadrique S'. 
Il existe une quadrique B homofocale à S et tangente à ce 
plan. L'un ou l'autre des cônes de sommet circonscrits 
aux quadriques B et S' est tangent à ce même plan et fait 
partie du faisceau tangentiel qui contient le cône de sommet 
circonscrit aux quadriques S et A et le cône isotrope de 
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même sommet. Donc, les deux cônes coïncident et par suite 
tout plan passant par et tangent à S' est aussi tangenl 
à B. Soit a le pôle commun d'un de ces plans par rapport aux 
quadriques S et A. Le lieu des pôles d'un plan par rapport 
à des quadriques homofocales étant une droite perpendicu- 
laire, le point de contact du plan avec Tune ou Taulre des qua- 
driques B el S' est le pied de la perpendiculaire abaissée 
du point a sur le plan. Les quadriques B et S' sont donc 
circonscrites Tune à l'autre le long d'une courbe dont le plan 
a pour pôle commun^ par rapport à ces deux quadriques, le 
point 0. 

DE L'USAGE DES FIGURES DE L'ESPACE 

POUR L\ DÉFINITION 

ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES COURBES 

Par M. Aiibrj* 

{Suitey voir page 208.) 



Note V. — Sur une relation fréquemment employée par Moivre. 

(Voir 1894, p. 279). 

Posons X 4- (xr^ = ^, on aura 

d'où on tirera l'expression de oî^ ±: ar^ en z sous plusieurs 
formes. Cette théorie a été appliquée par Moivre à la résolu- 
tion des équations réciproques et des deux équations rappor- 
tées page 279 (189i). Bile l'a amené à la découverte de sa 
célèbre formule et à la démonstration et l'extension du théo- 
rème de Gotes. Voici, par exemple, pour ce dernier. 
Posons X + xr^ = 3 cos 9, il est aisé d'en tirer 

Of* + Xr^ = 2 COSITKp. 

Ainsi les deux équations 

x^ — 2x COS 9 -h I = o, a^ — 2xf^ cos mç -H I = G 
ont lieu en même temps; elles ont donc une racine commune 
Si a est cette racine, comme ces équations sont réciproques. 

elles auront aussi la racine commune — ; donc l'expression 

a 
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a=x2"*— 20?"* cosm9-f-i est divisible par p = a;« — 2a?co8cp-f- 1. 

^ , , 2Tr 47r 2m — 2 
Or en chanp;eant (p en cp h > © + -^— > • • • 9 h -tu, 

a ne change pas, et p devient successivement 

2 2Wl — 2 

a;* — 2X cos (9 h tc)-*- r , . . . a?" — 2aîC08(<p h ic) 4- i . 

771 771 

Par conséquent, a est divisible par les tti facteurs ainsi 

détorminés et on a, en changeant 9 en— 9 

m 

(1) a;2m_ 2af* cos 9 H- i = nj*~Va5* — 2a;cos ^^ -h 1). 

771 

De cette démonstration, qui n'emploie pas la théorie des 
imaginaires — en apparence, du moins, — il convient de rap- 
procher celle que THuillier (de Genève) a donnée dans les 
Mémoires de V Académie de Berlin (1787 et 1788) des relations 

(f" -\- e-^ I AX^\ I AX^\ 



• • • 



=«(-5) (-5) 



2 \ 7C"/ \ 4?:' 

qu'Euler avait autrement démontrées (Intr, inAn. inf,). Voici 
le précis de cette démonstration : 
Dans les formules 

ilc "^ I 

(2) a^"» 4- I = nr(x» - 20? cos 7c + i), 

^ 2771 

(3) = nr(a;« - 20? cos tt + i), 

^ 0? -h I 2771 4- I ' 

(*) •:;:; — r = ^^ (** - sx cos - tc + i), 

a; — I 771 

(5) = Iir («?• - 20?C0S 71 4- l), 

X — I 2771 4- 1 

faisons 0? = i , elles deviennent 

(6) nr sin ir = -î^ — , 

4171 771 

r m . 2A; — I I 

(7) nr sin ir = — , 

4771 4- 3 2"* 

m-l ..^ * _ V/ W 



(8) nr"* sin — 7c = 



277» a 
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(9) Iir sm % = -; » 

4^-4-2 2*^ 

La formule (1) donne également naissance à d'autres rela- 
tions du même genre et toutes peuvent se transformer au 
moyen de la relation 

TT . Wl — I . 1t 

2 sm — sm it = flin — 

2m 2tn m 

et de plusieurs autres manières, par exemple en les combinant 

entre elles {*). 

2ffl "4* se 

Maintenant, dans (2) et (4) changeons x en ^ il 

7ffl — X 

viendra, à cause de (6) et de (8), 

1 -4- — ) -H (i ) 

2m/ \ 2tn/ 

= 4 nr [sm« — — - 1 • -1- -Tîcotg' — -r- '^ 

4971 4m' 4971 

= ,nr(. +^cotg..^.) 

\ %m/ \ 2m/ 

= 22 4m-i nr* [sin* — ^(i 4- ^ cotg« JL ,t)l 
m ^ *■ 2m 4m" ^ 2m ^^ 

= 2x nr~* f I -»- -^ COtg* — ^\ . 

\ 4W* " 2m/ 

Il n'y a plus qu'à faire tendre m vers oo « 

L'Huillier démontre de môme la décomposition des trinômes 
e* — 2 COS9 + e-*, etc., en produits infinis. 

(A suivre.) 

(•) Par oxemplOi n«-* sin — = ;t Iiy* tg '^ — =J2m+i, 

cos ■5-+cos-r-+cos — f-cos — +COS— 008 — +...= ! (GeroHo), etc. 
3 5 7 7 7 7 _ 

3 \/io 
A.in8i Bin i* sin 3* sin 3*... sin oo* = -—r • On sait comment, 

•'24** ' 

d'aprto M. Laisant[A. F., 1875), on peut obtenir ce résultat par les moyens 
les plus simples de la tiigonométrie. 
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EXERCICES 

Par M. Barisien. 

('Suito, voir p. 210.) 



24. — On donne une ellipse E ainsi que deux droites A et A' 
parallèles au pelU axe et à égale distance du centre de Vellipse. Un 
triangle circonscrit à VeUipse se déplace de façon que Vun de ses 
sommets S soit sur A, et un autre sommet S' soit sur A'. 

1® L*i lieu du troisième sommet R de ce triangle est une 
ellipse Ej. 

2® La droite SR rencontre A' en 1; la droite S'R rencontre 
A en r. La droite IV enveloppe une ellipse Kj. 

3° Lorsque Vécartement des droites A et A' varie, cette dernière 
ellipse enveloppe une kreuzcurve. 

4® Déterminer Pécartement des droites A et A' pour que U ellipse 
E, devienne un cercle. 

5® Déterminer l'écartement des droites A et A' pour que l'ellipse 
E, deviennent un cercle. 

6® Le lieu du point de rencontre de la polaire du point K par 
rapport à UeUipse E avec la droite SS' est une kreuzcurve. Cette 
courbe, quel que soit Vécartement des droites A et A', est constam- 
ment tangente à l ellipse E. 

"k^ Le lieu du point de rencontre de la polaire du point R par 
rapport à VeUipse E avec la droite IF est une kreuzcurve, 

1* Désignons par 2k Técartement des droites A et A\ Si O est le 
centre de Teilipse E et si 2a et 26 sont les longueurs des axes de cette 
ehipse, on a, en appelant H et II, les pôles des droites A et A' par 
rapporta Ë 

OH = OH' = ^. 

k 

a* 
Posons, pour abréger, -r = ^• 

Soient P et P' les points de contact respectifs des tangentes RS et 
RS'. La droite MP passe par H et la droite MP' passe par H'. 

Les équations des droites MP et MP' sont donc {x^ et ^^ étant les 
coordonnées de M) 

ya?, — xyf h{y — yj = o, 
yx^ - xy^ -hhiy — y^) = o. 
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De sorte que réquation du second degré qui représente Tensemble de 
ces deux droites est 

(1) {yx^ — xy^)* — h^iy — y^)» = o. 

On peut considérer les deux droites PP' et SS' comme une conique : 
de telle sorte que Téquation générale des coniques qui passent par 
l'intersection de E avec le couple (PP', SS'), est 

(2) X(6*x* -h a*y* — a*6») -{- {ux-h vy — i) (ô'xa;, 4- a^yyi — a*b^,^ = o . 
La droite PP' a pour équation 

(3) ux-{- vy — i =0, 

Le couple (MP, MP') étant une des coniques (â), on pourra déterminer 
XyU eiv par ridentiûcation de (1) et (2). Ou obtient ainsi 
6«(X + îiXi) _ o^Xj+j^) _ a^uy,-\-h^vx^ _ — a*{b^v-hyi) __ a»b«(X — i) 

y, a?^ = h^ — 2a?j2/i 2h'^y^ h*y\ 

a*w-4- a;, = o. 
Les seules valeurs qui nous intéressent sont celles de u et v. On 
obtient ainsi 

L^équation de la droite PP' est donc 

xx^ yyjja'-hh*) , 
W ^ + 6^(5^=^+^= "• 

Le point M étant sur l'ellipse E, on a 
(5) Xi = a cos ç, ^1 = & sin ç. 

11 en résulte que la droite PP' enveloppe Tellipse d'équation 

X* , (a* + hh* „ 

Soient (a, p) les coordonnées du point R. La polaire du point R par 
rapport à E a pour équation 

En identifiant (4) et (7), on trouve pour les coordonnées de R 

De sorte que le lieu du point R est rclUpse d'équation. 

2» Soit: 

(10) Uoî 4- Vy — I = o 
l'équation de la droite IF. 

L'équation générale des coniques qui passent par rintersection du 
couple (A, A') avec le couple (SS', ir) est 

(1 1) {x [x^ — h*) 4- (Uo; + Vy — I ) {b^xx^ 4- a^yy^ — a*6»)» = o. 
Parmi ces coniques, ligure le couple (IS, TS') dont l'équation, étant 

celle des tangentes à E issues de (a, ^), s'écrit 

(12) (6«j;«4- aV— a*^*) (6V4-a»p*— a*6*) — {b^ax-^a^^y-^a^b^)^— o. 
En identifiant (11) et (12), on obtient : 

H-6H]x,_ a'Uyi+ &'Va ?^ _ o^^ _ -ja«U4^) _ — (fc» V4-y j _ y^h^^ a«b« 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 227 

Les égalités des 3*, 4* et 5* rapports suffisent pour délerminor U et V. 
En tenant compte des valeurs (5) et (8), on a 

__ (a« + 3/i«) (a^-^»)y« 

a«(3a« + /»«)*' 6»(3a» + /i') ' 

L'équation (10) de IF devient donc 

(13) —' (a« + 3/1») -+. ^ (a« - /i«) + (3a» + W) = o. 

Cette droite enveloppe Tellipse d'équation 

(14) b^{a* 4- 3/i»i» aj* 4- a»(o» — h^y* = a^&>(3a»+ V)». 

3° En considérant h comme variable dans Téquation (14), cette équa- 
tion s'écrit, ordonnée par rapport à h 
( gb^x*-{-c^y^— a«6>) /i*+2 a» ( 3 b^x* — a»y»— 3 o*6«) /i»+ a* (6»a5»+ a»î/»— 9a»6») = o . 

L'équation de Tenveloppe des ellipses (14) est donc 
{ç)b^x^ -h aV — a^b^){b^x* + a^ — Qa^^") - (3ft*a;* - «V — 3a»6»)» = o, 
c'.^st-à-dire 

(15) ic»^» — 4&»a;» — a»y» ^ o. 
C'est une kreu^curve. 

4* Si on exprime que les axes de l'ellipse (9) sont égaux, on trouve 
pour h la valeur 



y a + 6 



— 6 



+ 6 
et le rayon de ce cercle est a. Ce cercle est donc le cercle principal de 
TcUipse E. 
5» Pour que Tellipse (14) devienne un cercle, il faut que 



h = a i / — 
y a- 



— 6 



1+ 36 
Le cercle a alors pour rayon 

R = a + 26. 
6' Si on résout par rapport à a? et y l'équation (4) de PP' et l'équation 



^i t yy 

de SS', on trouve 






_ g* _ 6»(a» — /t») 

^ ~" /i«a;, ^'^ ~ ~ /i*!/! ' 

En posant dans.cos deux équations les valeurs (5), et éliminant 9, il 
vient la kreuzcurve 

(16) h''xhf =: aV + &'(«' — h^yxK 

Si on considère dans cette équation h comme paramètre variable, on 
trouve que l'enveloppe de (16) est l'équation 

b^x* + a«y« — a»6> = o, 
r'cst-à-dire l'eliipse E. 
7" Résolvons par rapport kxet^y les équations (4) et (13), il vient 
_ _ a* (a» + 3/1») _ 6» (g» — /i»)» 

^~ /i«(3g» + /i»)aj/ ^ '~ h^3a^ -{- h^iy^' 

Le lieu du point de rencontre des droites PP^ et W est donc lu kreuz 
curvo d'équalion 

(17) h^[3a^ + h^)^x*y^ = 6»(g» — /i»)*a;» + g«(g» + 3/i»)V. 

Remarque. — Lorsque les droites A et A' sonl les directrices de 
rcUipse E, les points H et H' deviennent les foyers F et F'. Alors h:=^C' 
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On retrouve ainsi une grande partie des questions traitées dans l'excr- 
cice 21. 

Note sub l*exercice 24. — On peut résumer ainsi une grande partie des 
propriétés de cet exercice. 

Les droites SS'^ PP' et II' forment un triangle dont les côtcd envelop- 
pent chacun une ellipse, et dont chaque sommet décrit uno kreuzcurve. 



QUESTION 255 

Solutions (*) publiées dans V Intermédiaire des Mathématiciens, 18C6, p. 217. 



SoU la série 

(n 4- 2) (n + 3) ... 211 . , 
1.2.3. .. n 

qui est convergente, si Von suppose x < - • 

4 

On demande de démontrer qu'on a, pour toutes les valeurs de 
V exposant c» : 

I a)(a) -4- 3) „ a)(a) +4) (<i) 4- 5) . 
r- = I + WX + -^^ -^ X» 4- -^^ -tLL^ ' X« 4- . . . 

( I — y)« 1.2 1.2.3 

o)(o) + n + I ) (o) + n -h 2) . . . (o) + 2n — I ) 

-I- -i i i 1 i x~ + ... 

1.2.3... n 

(Gh. Hermite). 

Solution par M. N. Saltykow. — Soit y© la valeur de y pour 

X = o: 

,,.) (2i - 2)! 

Posons 

(i) (i - y)«(p= I, 

c'est-à-dire 

(i — yY ^^ v! 

V bO 

La dérivée de (1) donne 

(2) (i - J/) ?' - wt/'? = 0, cp; == 0). 

g^ (*) Communiquées par M. H. Brocard* 
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La dérivée de Tordre v — i de Téquation (2) donae 

V— 2 

fl)(v) = (v - i)! y ^^^ "" ^^' -(o) 4- V - i) (p^-») 

^0 ^ ^ -^ (i- i)!i! (v~ 2)!^ ^^^ 

1=1 

(2v — 4)! ^ . . _, 

■^ (^ , 3)1 4(v - ^ + 4v - 5]. 

Il s'ensuit 

% = w((o 4- 3) 

9o' = (o((0 + 4) ((0 H- 5) 

cpo" = a)(a) 4- 5) (o) 4- 6) (o) 4- 7). 

Solution par MM. J. Franelc/ A.. Buhl. — La première série 
considérée dans la question est le développement do 

_(, - v/i - 4^)» 
et la seconde est le développement de 

^(i 4- v/(i-4^) 



B' 



; Or, de j/ = ^(i _, y/i « 40;), 



2 
on tire précisément 



(a) 



(l - y)-^ = ll(i 4. v/i - 4^)j. 



■m 



Or, si Ton remplace le premier membre de la seconde série 
par sa valeur (a), on aura une identité absolue, c'est-à-dire que 
cette égalité sera vérifiée évidemment par n'importe quelles 
valeurs de w et de x. 



QUESTION 501 

Solntion par M. A. Droz-Farny. 



On considère une ellipse E et le cercle S concentnque à ^ et 
ayant pour diamètre la somme des accès de E. // existe une infinité 
de triangles ABC inscrits dans S et circomcrils à E. 

Soient A', B', G' les points de contact des côtés de ABC avec E. 

Montrer que : 
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/° Les normales à E, en A', B', C, concourent en vn point N ; 

2^ Ce point N est le symétrique, par rapport au centre de E, 
de V orthocentre H du triangle A.BC ; 

5® La longueur NH est constante et égale à la différence des 
axps de E. (E.-N. Barisien.) 

Soient dans un triangle ABC, A', B', C les symétriques 
des pieds des hauteurs Ha, Ht, Hc par rapport aux milieux 
Ma, M{,, Me des côtés BG, G A, AB, et A^, B^, G, les symé- 
triques de Torthocentre H par rapport aux milieux des hau- 
teurs. 

On démontre aisément que les droites AA', BB', GC' se 
coupent en un même point Q, réciproque de l'orthocentre. 
Il existe donc une conique qui touche les côtés de ABG en 
A', B', G'. Une proposition connue (*), due à M. de Long- 
champs, prouve que cette conique est Tenveloppe des trans- 
versales réciproques de celles qui passent par H. 

Le centre de celte courbe, d'après un cas particulier du 
théorème de Newton sur le lieu des centres des coniques ayant 
quatre tangentes communes, est à Tintersection des droites 
joignant Ma, M5, Me aux milieux Na, Nb, Ne des droites 
AA', BB', CG'; ces droites étant parallèles aux hauteurs AHa, 
BH{,, GHc, le centre de E coïncide avec le centre du 

cercle ABG. 

AH A H 

Gomme OMa = — = — ^— ^> la droite A'O passe par A^ 

3 2 

et A'O = OA, ; donc E passe par Aj, B^, Gi et les tangentes en 

ces points sont parallèles aux tangentes menées en A', B', G', 

autrement dit : Les hauteurs du triangle ABG sont normales 

à la conique E. 

Les perpendiculaires élevées en A', B', G' sur les côtés se 
coupent en un point N, le symétrique de H par rapport à 0. 
Ge point est évidemment rorlhocentre du triangle anticom- 
plémentaire de ABG, donc : 

L'^s hauteurs du triangle anticomplémentaire sont aussi 
normales à la conique E. 



(•) Mémoire sur les transversales réciproques, Annales de V Ecole Nor- 
mcUCt 1866. 
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Menons, par et par A,, des parallèles à BC; la première 
rencontre E en S et la seconde AG en P. On voit facile- 
ment que les segments A'G et A^P déterminés par la tan- 
gente AG sur les tangentes parallèles AjP, A'G sont 
toujours de même sens; donc Ë est une ellipse. Ensuite, 

d'après un théorème connu, OS^ = A'G.A^P; 

Mais si Ton mène, par H, une parallèle à AG qui rencontre 
BG en D, l'égalité AA^ = HHa entraine A^P = HaD, d'où 

ÔS^ = A'G.A.P = BHa.HaD = HH^. 

Donc les demi-diamètres de E parallèles aux côtés de ABG 
sont égaux aux segments inférieurs HHa, HH5, HHc des 
hauteurs. Nous connaissons maintenant deux demi-diamètres 
conjugués, OA' et OS. Pour appliquer la construction de 
Ghasles, nous élevons en A' sur BG la perpendiculaire xA.'y 
de manière que xh.' = L'y = HHa ot que et a; soient de 
part et d'autre de BG . on aura 

a -i- 6 = Oa;, a — 6 = Oy, 

et les axes de E sont dirigés suivant les bissectrices de 
Tangle xOy, Gomme BHa = A'G, A'o: = HHa, on voit que x 
appartient à la circonférence ABG, donc R = a 4- 6. 

En outre, Oy = ON = a — 6, 

donc HN = 2(a - h). 

Si, entre le rayon d'une circonférence et les axes d'une 
ellipse de même centre, on a la relation R = a -h 6, on peut 
inscrire à la circonférence une infinité de triangles qui sont 
en même temps circonscrits à l'ellipse et celle-ci est normale 
aux hauteurs de chacun des triangles. Gette proposition est 
rendue presque évidente par ce qui précède; on l'établit par 
un calcul facile en prenant pour axes de coordonnées les axes 
de l'ellipse et en considérant d'abord un triangle isoscèle 
doQt les sommets ont pour coordonnées (a -+- 6, o) et 

(— a, ± \/(a + 6)* — a*), puis en appliquant le théorème 
de Poncelet. 

Ges triangles jouissent des propriétés suivantes : 

1® L'orthocentre décrit une circonférence de ci»ntre et 
de rayon a — 6; le centre de gravité décrit une circonférence 
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a — b 
décentre et de rayon — - — ; le centre du cercle d'Euler 

3 

décrit une circonférence de centre et de rayon • 

2° Le cercle d'Euler reste constamment tangent aux deux 
cercles décrits sur les axes de E, ce qui est évident, puisque 

a = i(RH. OH) et 6 = -(R-0H). 

2 2 

Relations mHriques. — Dans tout triangle on a 
ÔH^ = R*(i — 8 cosa.cosp.coSY), 

M' = qR» - (AB' 4- BC* -f- Â(?). 
De là : 

3° Dans chaque triangle ABC, on a 

ab 

CCS a cos p cos Y = 



2 (a -h by 
4° Dans chaque triangle ABC, on a 

AB^ + BC^ 4-ÂC* =z 4(2a« -4- 20» -4- 5ab). 

De là aisément : 

db 

50 sin«A + sin*B 4- sin«C = 2 -4- r-, 

(a -t- 6)* 

ob 

cos* A -h cos* B -+- cos* G = I — -; r— > 

(a + 6)* 

cos 2A 4- cos 2B 4- cos 2C = — I — 



(a 4- 6)* 

G° Dans chaque triangle ABC, le produit des segmenls 
supérieurs des hauteurs est constant et égal à 

8R' cos A cos B cos G = 406 (a 4- 6). 
1® Dans chaque triangle ABG, le produit des segments 
inférieurs des hauteurs Obt constant et égal à 

2fl*6* 

8R« cos* A cos* B cos* G =! r- 

a -¥ b 

8^ En représentant par x,y ^i z les coordonnées normales 

de dans le triangle ABG, on a 

ab{a -4- b) 
xyz = » 

ic* + y' H- ^2* = a' 4- 6* 4- ab. 
9^ Le produit des distances du centre à Tun des côtés 
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de ABC et à la droite joignant les milieux des deux autres 

côtés est constant et égal à 

^ ab 
R» cos A C08 B ces G = — • 

2 

10® Le produit des diamètres de Tellipse, parallèles aux 
côtés de ABC, est constant et égal à t6 -• 



QUESTIONS 426 ET 427 

l^lation géométrique par M. Henri Dau triche» élèvo au lycée de Lille. 



426. — Le lieu des centrer des cercles tangents à une cubique 
circulaire unicursale et passant par son point double est une para- 
bole. (Cazamian.) 

427. — Le lieu des centres des cercles tangents à une cyclique 
(quartique bicirculaire) unicursale et passant par le point double 
est une conique. Cette conique est un cercle si ia cyclique est un 
limaçon de Pascal. (Cazamiao . ) 

On sait que toute cyclique unicursale est une podaire 
d'ellipse ou d'hyperbole et que toute cubique circulaire uni- 
cursale est une podaire de parabole. 

Considérons donc la podaire d'une conique E par rapport 
à un point P. Soit MN une tangente à la conique. Dans le 
mouvement de Tangle droit 
PNM, le centre instantané de 
rotation est le quatrième som- 
met du rectangle PMN, de 
sorte que la normale à la po- 
daire est la diagonale NO. Le 
point de cette normale équidistant de N etde P est le centre 
L du rectangle, c'est-à-dire le milieu de PM. Le lieu 
demandé L est donc une conique homothétique à E, le 
centre de similitude externe étant le point P et le rapport de 

similitude étant — • Son genre est le même que celui de 
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la conique Ë. On en dédait les deux propriétés annoncées. 
Le lieu est un cercle en même temps que E, c'est-à-dire 
lorsque la cyclique proposée est un limaçon de Pascal. 

Nota, — Nous avons reçu des solutions géométriques analogues de 
MM. H. L'HuiLLiER, répélileir au lycée de Bar-le-Duc, et Droz-Farnt; 
des solutions analytiques diverses de MM Tzitzétca, E. Foucart, J. Goujon. 



QUESTION 428 

Solution par M. H. Brocard. 



On donne une droite A et un point fixe F. Soient M un point 
mobile sur A e/ A' une droite passant par M. 

i^ V enveloppe des droites A' telles que le rapport des sinus des 
angles faits par MF et A' avec A soit constant^ est une ellijpse. 

^ L'enveloppe des droites A' telles que le rapport des cosinus 
des angles faits par MF et A' avec A soit constant^ est une déve- 
loppée d'ellipse. (E.-N. Barisien.) 

Cet énoncé revient, sous une autre forme, à proposer la 
détermination de la caustique des rayons lumineux émis d'un 
foyer F et réfractés par une ligne droite, séparative de 
deux milieux réfringents, lorsque la réfraction se fait 

1® D'après la loi du cosinus; 

2® D'après la loi du sinus. 

Pour axer les idées, soient A une ligne horizontale OX et 
F un point lumineux, situé au-dessous, à une distance OF = a. 
Désignons par a, p les angles de FM et de FA' avec la normale 
en M. 

1** On aura cosf = ncosa. La podaire de l'origine est 

déterminée par la droite MA' représentée par l'équation 

y = X cotg p — a tg a cotg p 

et par la perpendiculaire OP qui a pour équation 

y = - aîtgp. 
On en déduit 

tgp = -j. tg« = -— ii- 
X ax 

et enfin 

{x* H- y*)* = (n« - i)o»aî» -h nWy*, 
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qui représente la podaire d'une ellipse par rapport à son centre." 
2« La remarque du § 1 est peut-être nouvelle, mais le résultat 
énoncé au § 2 est connu depuis quelque temps. De notes 
remontant à 1864, j'extrais les formules que voici. 
L'enveloppe cherchée sera donnée par l'élimination do a, p 

et p' = j- entre les équations 

sin^ = n.sina 

ytgp = a; - atga 
et leurs dérivées 

P'.cos p = n.cos a, 

r. * 



COS*p C08*a 

De celles-ci on tire 



cosp 

cosa 
puis, aisément, 



= (- ?)' 



2^ 

X . . xn? 



*g*^nr-2 21' tgP = - 



et enfin, 



2 2 



(^)'^(f)"=- 



L'enveloppe cherchée (ou diacaustique de OMX par rapport 
au foyer F) est donc une développée d'ellipse. 

Nota. — Autre solution par M. Fougart. 

QUESTION 429 

Utoliitlon par M. H. Brocard. 



Ijts droites qui joignent tout point M d*une hyperbole équilatère 
à ses deux sommets réels k' et Â. coupent les tangentes est ket k! 
à la courbe en des points k^ et Âj tels que l'axe réel kk' est une 
moyenne proportionnelle entre les distances AA| et A'A[. 

(E. Lebon.) 
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Cherchons le lieu des points M définis par cette condition, 
soit le milieu de AâL' = 2a; les droites AM,A'M ont pour 
équations y = m{x — a), y = n{x -f- a), et Ton a la condi- 
tion 2ma.2na — 4a* ou mn = i. Par conséquent, le lieu (M) 
a pour équation y' = rc» — a*. Ce lieu est donc une hyperbole 
équilatëre ayant pour sommets A et A'. Mais on Toil que la 
condition mn = — i, qui revient à dire que les druilcs AM, 
A'M sont perpendiculaires, donnerait pour lieu (M) une cir- 
conférence a;* -4- î/« = a". Ainsi la propriété énoncée s'applique 
également à la circonférence, et la corrélation entre les deux 
courbes peut s'établir comme il suit : 

Les points B, B' oii les droites AM, A'M rencontrent la 
circonférence AA', sont situés sur une perpendiculaire au 
diamètre AÀ'. 

On en déduit une construction de l'hyperbole équilatëre on 
partant du cercle précité. 

Autrement (*). — Rapportée à ses axes, l'hyperbole a pour 
équation x^ — y^ = a'. 

Si M(a, p) est un point de cette hyperbole, les équations 
de MA et de MA' sont : 

y - p = . (X - a), 

y - P = — L^ {X - a). 



Donc 



On en conclut que 

A'A; = 6-4- — ^ (a - a), 

AA. = 8 — (a -H a). 

a — a 

I 

[a -i- a n — a J 
= 2p' — 2a* — 2a*; 
or a* — p* = a*. 

(*) Cette solution est de M. Louis- Joseph Goujon, pensionn&t Sainte - 
Marie, à Saint-Ètienue. 
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On a donc A'Ai x AA^ = — a*, 

et comme l'une des quantités A' Ai, AÂ^ est négative suivant 
les valeurs de a, p, on a, en valeur absolue, 

A'Al X AAi = 4a». 

Nota. — Solutions diverses par MM. Foucart et Barisibn. 

QUESTIONS 430, 431, 436. 

Molntion par M. P.-H. Scboutb. 



430. — On coupe un ellipsoïde de centre par des sphères 
concentiîques. Démontrer : 

y® Que les cônes qui ont pour sommet 0, pour directrices les 
lignes sphériques ainsi obtenues, ont les mêmes plans de sections 
circulaires que l'ellipsoïde donné; 

2^ Que les cercles d'intersection de ces cônes par un plan ont 
même axe radical; 

5^ Que cet axe est situé dans Vun des plans diamétraux de V ellip- 
soïde qui coupe cette surface suivant un cercle. (Mannheim.) 

Soient E TcUipsoïde de centre 0, (S) le faisceau des sphères 
concentriques S de centre et représentons par (P|, Pi) 
(P, , P2) les deux couples de points imaginaires conjugués 
communs à E et à (S). 

1. Les cônes C en question sont des cônes quadratiques, 
chaque plan passant par coupant l'intersection de E et d'une 
sphère S en deux couples de points QQ', RR' situés sur des 
diamètres communs. Ces cônes G passent par les droites OP,, 
OP'i, 0P„ OP2; les deux plans OP^Pj et OP^Pi forment donc 
les plans cycliques communs des cônes G et de E. 

2. Les cônes G forment un faisceau dont les droites OP^, 
OPi, OPj, OP2 sont les droites do base. Ghaque plan parallèle 
à un des deux plans OP^Pi, OPjOP2 coupe donc les cônes G 
suivant un faisceau de cercles. 

3. L'axe radical du faisceau de cercles situé dans un plan 
parallèle à OP^Pi (ou à 0PaP2) étant le cercle de rayon 
inûni du faisceau, le cône correspondant est le plan 0P>P2 
(ou OP^Pi'). 
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431 . — adonne un ellipsoïde (E). Combien existe-t-ilcP ellipsoïdes 
concentî'iques à (E), homothétiques à un ellipsoïde donné et tangents 
à (E) ? Quelle est la position relative des diamètres de contact de 
ces ellipsoïdes et de (E). (ManDheim.) 

Quand deux ellipsoïdes concentriques se touchent, ils ont 
un double contact aux extrémités d'un diamètre commun; les 
deux plans diamétraux correspondant à ce diamètre de contact 
coïncident. Donc il y a trois ellipsoïdes homothétiques à 
l'ellipsoïde E', concentriques à E et tangents à E, et les 
trois diamètres de contact forment le système de diamètres 
conjugués de E parallèle à un système de diamètres conju- 
gués de E'. 

436. — On donne deux ellipsoïdes concentriques^ on demande V en- 
veloppe des plans diamétraux qui coupent ces surfaces suivant des 
ellipses dont les accès coïncident? (Mannheim.) 

Soient le centre commun et PP' un diamètre commun des 
deux ellipsoïdes donnés E, E' et déterminons le nombre des 
plans passant par PP' qui coupent E, E' suivant des ellipses 
à axes coïncidents. Évidemment chacun de ces plans rencontre 
l'intersection des surfaces E, E' en quatre points qui forment 
les sommets d'un rectangle. La sphère de centre et de rayon 
OP = OP' rencontre l'interseclion de E,E' en huit points; en 
d'autres termes E,E' admettent trois autres diamètres com- 
muns égaux à PP'. L'enveloppe cherchée est donc un cône 
de la troisiètne classe, trois de ses plans tangents passant par 
un diamètre commun PP' des deux ellipsoïdes. 

Si Tinlersection des deux surfaces E, E' est tout à fait ima- 
ginaire, on la rend réelle en multipliant les rayons vecteurs 
centraux d'une des surfaces par un facteur numérique con- 
venablement choisi. 

Remarques. I. — Soit OA un des axes de E. Chaque plan 
passant par OA coupe E suivant une ellipse, dont un des axes 
coïncide avec OA. Au contraire, par rapport à E' un seul plan 
par OA jouit de cette propriété. Donc il semble que, par 
l'axe OA de E, il ne passe qu'un seul plan tangent à l'enve- 
loppe cherchée. Ou lève la contradiction en observant que 



r 
I 
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par chaque axe d'un ellipsoïde il passe deux plans cycliqueii. 

II. — Los deux sextuples de plans cycliques de deux ellip- 
soïdes coDcentriques touchent un cône de la troisième classe. 

III. — Trois ellipsoïdes concentriques admettent en général 
trois plans diamétraux qui coupent ces surfaces suivant des 
ellipses à axes coïncidents. Car les cônes de la troisième 
classe, qui correspondent aux combinaisons E, E' et E, E", 
admettent neuf plans tangents communs, parmi lesquels 
figurent les six plans cycliques de E. 

IV. — Par un point quelconque il passe trois plans qui 
coupent un réseau de quadratiques donné suivant un réseau 
de coniques à axes parallèles. 

V. — L'intersection de l'enveloppe cherchée avec le plan à 
l'infini est la courbe de Gayley du réseau formé par le cercle 
commun à toutes les sphères et les coniques infiniment éloi- 
gnées des surfaces E, E'. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



509- — Soient G le cercle de courbure d'une ellipse, relatif 
à un point M de l'ellipse; P le second point de rencontre 
du cercle osculateur en M avec Tellipse. 

1® Lorsque le point M parcourt l'ellipse, le point milieu 
de PC parcourt une courbe unicursalo dont l'aire s'exprime 
en fonction des aires de l'ellipse et de sa développée. 

2° Trouver les points M pour lesquels la droite PC passe 
par le centre de l'ellipse, et quelles doivent être les dimen- 
sions de l'ellipse pour que ces points soient réels. 

(E,-N, Barisien.) 

510. — Montrer que la droite ayant pour équation 
(1) X cos(m H- i)a -f- ysin(m -h i)a = R cosiwa 
et les droites ayant pour équations les dérivées successives 
de (l)par rapport à a, enveloppent chacune une épicycloïde. 
Donner de ce résultat une explicaliou géométrique. 

(E.-N. Barisien). 
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511. — On considère une ellipse E et un cercle G concen- 
trique à E. Soit AB la polaire d'un point P quelconque 
de C, par rapport à E dont le centre est 0. 

Montrer que la perpendiculaire abaissée de Torthocentre du 
triangle PAB, sur OP, rencontre OP en un point Q tel que 
OQ = constante. (E.-N. Barisien.) 

512. — On considère les points d'intersection d'une droite 
et d'une spirale logarithmique : 1° les tangentes en ces 
points sont tangentes à une parabole; 2® les cercles tangents 
en ces points à la spirale et passant par le point asymptote 
sont co-radieaux; 3*^ les centres de courbure relatifs à ces 
points sont en ligne droite. {Francis Dauzats.) 

513. — Si l'on décompose un nombre entier A en ses 
puissances n'**^ maxima, c'est-à-dire si l'on fait les opérations 
suivantes ; 

Prendre la racine n'^\ «j do A à une unité près par défaut; 
on a A = aï -h R^. 

Prendre la racine n*'*^% a^ de R^ à une unité près par défaut; 
on a A = ay -H- a2 + Rj. 

Prendre la racine w*^*, a, de Rj à une unilé près par défaut; 
on a A = oy -+- aj -f- aj -1- Rg, et l'on continue ainsi jusqu'à 
ce que le reste soit une puissance n'^*"^ exacte. 

Démontrer qu'aucun nombre plus grand que n ne peut se 
trouver deux fois parmi les «y du second membre et que le 
second membre peut contenir, au plus, deux fois le nombre n 
parmi ces ay. (E, Lemoine.) 
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SUR LE FAISCEAU ISOGONAL 

Par M. Elgé. 



Si quatre droites OA, OB, OG, OD, issues d'un point 0, 
sont telles que, convenablement associées deux à deux, elles 
fournisseût deux faisceaux superposablcs, de telle sorte que 
AOB = GOD, on peut, pour exprimer ce fuit, dire que le fais- 
ceau donné est isogonal. 

Nous nous proposons de rechercher la condition que doivent 
vérifier les coefficients de l'équation 

(1) Aa;* + Bxhj h- Gx^y* -h Dxy-^ -t- Et/* = o, 
pour que les droites représentées par cette équation forment 
un faisceau isogonal. A cet effet, on peut écrire que le faisceau 
des bissectrices du groupe (OA, OB) est le même que celui 
qui correspond au groupe (OG, OD). 

Divisant par A et changeant, pour un instant, la notation, 
nous mettons (1) sous la forme 

J3* -H px^y + qx^y^ -h i*xy^ -h sy^ = o, 
après avoir posé 

B G D E 

On sait que Ton a 
aï* + px^y + qx^y^ 4- rocy^ + sy^ 

s (x* 4- oixy -h py*)(jî* -4- oi'xy H- p'y»); 
la première parenthèse, égale à zéro, représentant le faisceau 
(OA, OB); l'autre, le faisceau (OG, OD). 

On a donc 

(1) a -h a' = p, 

(2) aa' + p 4- p' = q, 

(3) fa' -h ap' =: r, 

(4) pf' = 5; 

avec 

Gette dernière égalité est obtenue en exprimant que le fais- 
ceau des bissectrices des droites OA, OB coïncide avec le- 
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faisceau correspondant du groupe OC, OD. La seule difficulté, 
d'ordre matériel d'ailleurs, tient à l'élimination qu'il faut 
faire des paramètres a, a', p, p', entre les cinq relations pré- 
cédentes. 

Éliminons d'abord p, p'. Nous avons, d'après (5), 

(5') a' - a = fa' - ap', 

qui donne 

(a 4- a')« - 4aa' = (pa' -h ap')« - 4aa'pp'. 

Combinant avec (1), (3), (4), il vient 

(6) p« — r* = 4aa'(i — 8). 

La relation (t) est indépendante de p, p'. Avec les égalités 
(1), (3), (4), (5), cherchons une relation, autre que (6), indé- 
pendante de p, p'. 

Nous avons, avec (3) et (8'), 

2j5a' = r -h a' — a, 

2aP' = r — a' -h a, 
et, par suite, 

3(P+P')-r(i-Hi,) 

OU 

(7) 2(^_a«') = r^,+ 4 -^,. 

En éliminant aa' entre (6) et (7) on aboutit enfin à la rela- 
tion cherchée : 

r -k- ps p^ — r* 

q = 2 ^ + ■^. -, 

^ r-f-p 4 (i — 5) 

ou, en revenant à la notation primitive, 

B» - D' AD +BE 

4(A- E) "^^ B 4- D * 

Application. — Trofuuoer le lieu des points d'où partent quatre 
normales à une ellipse^ formant un faisceau isogonaL 

Les axes font partie du lieu, à titre singulier. Le lieu véri- 
table correspond à l'équation 

(i) a^bHx^ -4- y«)« ■= (a* - b')(b^x^ - a«y'), 

déduite de la relation précédente quand on applique celle-ci 
à l'équation 
a«p»X* — 2a«apX»Y + (a^a^ -4- b^^^^ — c*jX«Y« - 26VpXY» 

+ 6*a«Y* = o, 



a a 
a' a 
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qui représente un faisceau mené par l'origine parallèlement 
au faisceau des quatre normales issues du point (a, p). 

Le lieu en question est donc, d'après (I), une quartique uni- 
cursale; les points doubles sont : 1® l'origine, 2« les ombilics 
du plan. 



SUR LA SURFACE DU BIAIS PASSÉ 

GAUCHE 
Par M . RalTalli , professeur au lyce'e du Puy . 



1. — Cette surface se rencontre en stéréotomie. Elle a été 
étudiée avec soin dans le grand Traité de Géométrie descrip- 
tive de Jules de la Gournerie. Je ne donnerai donc ici aucune 
de ses propriétés. Je me propose seulement d'indiquer une 
nouvelle construction du plan tangent qui nous donnera très 
simplement la construction par points, et par des construc- 
tions uniquement effectuées sur le plan horizontal, du contour 
apparent horizontal de la surface. J'en déduirai également la 
construction par points de la courbe d'ombre propre pour des 
rayons parallèles. J'indiquerai enfin comment on pourrait 
obtenir, pour une génératrice quelconque, l'hyperboloïde oscu- 
lateur à la surface le long de cette génératrice. 

Considérons deux cercles égaux, l'un AB situé dans le 
plan vertical de projection; l'autre (CD, CD') dans un plan 
de front. Soit OOi , dans le plan horizontal de projection, la 
ligne de bout passant par le milieu de la droite qui joint les 
centres des deux cercles. La surface du biais passé est la 
surface réglée ayant pour directrices les deux cercles consi- 
dérés et la ligne de bout 00|). 

Pour obtenir une génératrice de la surface, il suffit de mener 
par 00^ un plan qui coupe le cercle AB en (cui'), lo cercle 
CD en (bb'), La génératrice demandée est {abc, a'k'cf). Le 
point (ce') oîi elle rencontre la directrice rectiiigne est sa 
trace horizontale. 

2. Plan tangent en un point (mm') de la génératrice (abc, a'b'c'), 
— Je considère le paraboloïde de raccordement qui a pour 
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directrices les tangentes en (aa'), (bh') aux directrices circu- 
laires et la droite de front menée dans le plan tangent eu ce. 
Le plan tangent en ce' élanl le plan de la génératrice et do 
OOj , la projection verticale de la ligne de front est eu cd' 
sur la trace verticale c'a' de ce plan. Ces trois directrices 



y 







Fig. 4. 

étant considérées comme des génératrices du premier système, 
du paraboloïde, {abCy a'b'c') est une génératrice du second 
système. Nous devons d'abord nous procurer une autre géné- 
ratrice du second système. Pour cela, je coupe par le plan de 
bout a'7i' qui contient une des directrices et je cherche son 
intersecliou avec les deux autres. Comme les tangentes en a' 
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et 6' se coupent sur la verticale 00', on voit que la généra- 
trice du second système est {afii , a'O^). 

Le plan tangent en (mm') est déterminé par la génératrice 
{abc, olb'd) et la génératrice du premier système qui y passe. 
Cette génératrice, étant de front, on connaît sa projection 
horizontale mn\ sa projection verticale s'obtient en relevant 
n en n' sur a'Oj . 

Réciproquement, si on considère un plan passant par la 
génératrice, on peut avoir le point où il est tangent à la sur- 
face. Nous résoudrons ce problème à propos do la courbe 
d*ombre propre. 

3. Co7itour apparient horizontal. — Considérons toujours la 
génératrice abc et prenons l'intersection p de a6c avec OiOi. 
Le pafaboloïde de raccordement admet comme génératrice 
la verticale du point p. Le plan tangent au point (pp') de la 
génératrice passant par cette verticale est perpendiculaire au 
plan horizontal. Donc (pp) est un point du contour apparent 
horizontal. 

La construction par points de la courbe de contour apparent 
horizontal s'obtient donc très simplement. Il suffît de mener 
la ligne de front du point c et la ligne de rappel du point a\ 
qui se coupent en a^ . La droite afi^ coupe abc au point p^ 

4. Nature du lieu déciHt par le point p. — Leroy a démontré 
par l'analyse que le lieu du point p sur le plan horizontal 
est une hyperbole. La Gournerie Ta démontré dans son Traité 
en prenant l'enveloppe de abc. Voici une autre démonstration: 

Posons Oa = a, OE = K, 

0,b = p, 00' = a, 

0,c = X, 00, = 6. 

On voit tout de suite sur la figure que 

Oa' X 06' = a% 
Oa' - Ob' = 2OE', 
ou bien ag = a* cos* <p, 

a — p = 2K cos* <p. 
On a donc la relation 
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qu'on peut écrire = — — • 

^ ^ a p 2K 

Cette relation montre que a et 6 décrivent sur AB et CD 
deux divisions homographiques. Elle prouve déjà que abc 
enveloppe une conique tangente à AB et à CD. 

Pour mettre les asymptotes en évidence, j'introduis X. On a 

60^ cO, 



ou bien 



(2) 



Oa 


cO 


1 

QCLl » 


X 
X -h 6 


aX = 


a* 

-- h 



2K 



a' 
Pour interpréter — :» je mène la tangente en 0' au cercle 

AB. Elle coupe AB en T, et Ton a 

OT = - . 
K 

Prenons sur le prolongement de DG le point S, tel que 
0,S = OT et soit Û le milieu de 00^. La relation (2) peut 
s'écrire 

a _ K 
^ ~"X ' 

2 

Elle montre que au est parallèle à Se. Ceci nous permet 
déjà de tracer la projection horizontale abc d'une génératrice 
sans le secours du plan vertical. Ayant choisi le point a, on 
trace au et oa lui mène une parallèle par S, qui rencontre 
OOi au point c. Cette construction sera même en général 
plus exacte que la construction donnée plus haut parce que 
Se coupera généralement 00^ sous un angle plus grand 
que abc. 

Arrivons enfin à la démonstration annoncée. Je dis que 
TûS et OOi sont les asymptotes de Thyperbole. En effet, 
marquons le point q oli TS rencontre ab. On voit d'abord 
que qO^ est parallèle à Se. Car la relation peut s'écrire 

O^c __ O^S 
5^ "^ Oa 
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et le rapport -pr- P®^* ^tre remplacé par — à cause des 

triangles «Où et cSOj semblables comme ayant leurs côtés 
parallèles (fig, 2). 

Maintenant les triangles C^O^S 
et ^qc sont équivalents, car ils 
ont une partie commune, et les 
parties non communes sont équi- 
valentes puisque Se est paral- 
lèle à ^Oi. Donc enfin abc se 
déplace de manière à former 
avec 00^ et SûT un triangle 
d'aire constante. Cette droite 
enveloppe donc une hyperbole 
dont TS et 00^ sont les asymp- 
totes. Fig.^., 







5. Remaf^ue. — Ceci démontre, par la géométrie, qu'étant 
données deux droites rectangulaires et deux points et Oj 
sur ces droites, si une droite ac se meut de manière que 

Oa X OiC = c*% 
la droite ac enveloppe une hyperbole dont 00^ est une 
asymptote, Tautre asymptote passant au milieu de OOi. 

On pourrait d'ailleurs se donner le point S et obtenir a^ 
de la manière suivante : on mène une droite variable Qa et 
du point S sur la perpendiculaire en 0^ à OOj, on lui mène 
une parallèle Se. 

6. Projection verticale du contour apparent horizontal. — Rele- 
vons le point p en p' sur c'a'. Je dis que p' décrit une 
conique. Pour le démontrer, je coupe la surface par le plan 
vertical ST. La section se composera de deux droites réelles 
ou imaginaires et d'une conique. En effet, une tangente abc à 
rhyperbole doit être considérée comme la projection horizon- 
tale de deux génératrices de la surface, la génératrice projetée 
en O'a' et la génératrice symétrique qu'on obtiendrait en 
considérant le demi-cercle au-dessous de AB. Le plan ver- 
tical abc coupe donc la surface suivant deux génératrices. La 
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surface étant du quatrième degré, la section sera complétée 
par UDC conique. 

Comme ST est une tangente particulière à l'hyperbole, le 
plan vertical ST donnera une conique. Or, on construirait 
cette courbe par points en relevant en q[ sur o!c' le point q 
oh ST rencontre une génératrice quelconque abc. 

Le lieu de q' est donc une conique. Mais p étant milieu 
do c^, p' sera le milieu de dci et le lieu de p' sera donc 
une conique homothétiquo à la conique- lieu de q' , On a 
immédiatement les axes de la conique lieu de q\ Il en sera 
donc de môme de la conique lieu de p' . 

Remarquons déjà que nous possédons ainsi sur la surface 
une ligne, lieu de (pp'), courbe ae contact d'un cylindre 
circonscrit vertical et que nous savons construire la tangente 
en fpp')- Celte remarque nous sera utile pour Thyperboloïdc 
osculateur. 

7. Ombre propre pour des rayons parallèles, — Soient (R,R') 
les projections du rayon lumineux. Cherchons le point de 
l'ombre propre situé sur la génératrice {abc^ a'b'c'). 

Pour cela, nous menons par {abc, a'b'c') un plan parallèle 
aux rayons lumineux et nous cherchons le point oii il touche 
la surface. 

Nous aurons ce plan en menant par {ce') une parallèle aux 
rayons lumineux; le plan tangent sera le plan de (ca, c'a') et 
de {cf^c'f). Pour avoir son point de contact (mm'), nous obser- 
vons que d'après le paragraphe 1, la ligne de front du point 
cherché doit rencontrer la droite {afi^, o'O^), nous prenons 
donc l'intersection du plan tangent avec cette droite, en cou- 
pant par la droite debout a'O,. Il coupe le plan tangent 
suivant af qui coupe a'O^ en n. Nous menons la droite de 
front nm et le point de contact cherché est {mm'). 

On voit que, dans cette construction, c'f resle fixe. Pour 
avoir le point de l'ombre situé sur {ac, a'c'), on prend le point 
f où la tangente en a' rencontre c'f, on mène la ligne de 
rappel f'f; on joint af qui donne w sur afii et on mène 
la droite de front nm. La construction est assez simple et 
n'emprunte que f au plan vertical. 
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Bile donne comme points de la courbe les sommets de la 
surface situés, comme on sait, aux points oli AC et BD coupent 
OOi. On sait que ces points font partie de toute courbe d'ombre 
ou de contour apparent. 

La construction donne également deux points situés sur la 
directrice rectiligne 00^. Il suffît de placer le point a' aux 
points oîi c'/"' rencontre le cercle AB. 

Dans le cas de la figure, la surface n'a pas d'arêtes. Si les 
cercles directeurs étaient extérieurs Tun à l'autre, il y aurait 
deux arêtes. On sait que ces arêtes sont asymptotes de toute 
courbe d'ombre ou de contour apparent. On vérifie sans peine 
que la construction précédente donne les arêtes comme 
directions asymptotiques. 

8. Hyperboloïde osculateur, — Les asymptotes de l'indicatrice 
en un point d'une surface gauche sont la génératrice qui y 
passe et la génératrice de l'hyperboloïde osculateur; on aura 
donc déterminé ce dernier si pour trois points d'une généra- 
trice on a la deuxième asymptote de l'indicatrice. 

Considérons une développable circonscrite à la surface le 
long d'une courbe G rencontrant la génératrice en A. La 
tangente en A à la courbe C, la caractéristique de la déve- 
loppable et les deux asymptotes de l'indicatrice forment un 
faisceau harmonique. Si donc on connaît en A la tangente 
à G et la caractéristique de la développable, on aura la 
deuxième indicatrice en prenant la conjuguée de la généra- 
trice de la surface par rapport aux deux autres droites. 

Nous connaissons déjà le contour apparent horizontal pour 
lequel on peut mener en (pp') la tangente à ia courbe de con- 
tact, la caractéristique étant ici la verticale du point {pp'). 

Gomme deuxième développable, je considère la développable 
engendrée par les plans tangents le long du cercle direc- 
teur AB. On connaît la tangente au cercle AB, il suffira 
d'obtenir la caractéristique, c'est-à-dire la droite suivant 
laquelle le plan tangent en {aa') coupe le plan tangent infini- 
ment voisin. 

Or, menons la trace te de ce plan tangent. Il suffira de 
trouver le point où te touche son enveloppe. Cette enveloppe 
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est une conique. Bn effet, a et t déterminent sur AB deux 
divisions homographiques; a et c déterminent sur AB et 
sur 00| deux divisions homographiques. Donc c et / déter- 
minent deux divisions homographiques et at enveloppe une 
conique. 

On peut d'ailleurs trouver facilement la relation entre 0^ 
et 0|C; soit toujours Oa = a; 0|C = X et posons 0/ = ^. Nous 
avons Ea X Ef = R% 

c'est-à-dire (a - K)(|x - K) = R«. 

6a* 
La relation (2) devient alors, en posant 7W = -^7» 

2K 

(3) KXjx -j- a*X — wu -h wK = o. 

Je vais montrer que le point oh te touche son enveloppe 
peut s'obtenir d'une manière très simple. En effet, dans cette 
conique, on connaît : 

1^ La tangente 00| et son point de contact O, milieu 

de OOi, car pour jA = oonaX= ; 

^ La tangente ÂB; 

3^ Si on considère sur le cercle AB le point qui se projette 

,^ au centre E, la tangente te 
devient la ligne de front 
menée par la trace h de 
la génératrice correspon- 
dante; 

4^ Si on suppose que m' 
vient en 0', la trace hori- 
zontale du plan tangent 
devientla parallèle menée 
par T à OOi. 

Eu résumé, la conique 
est inscrite dans le rec- 
tangle OT/A. Elle a donc 
pour centre, le centre V 
de ce rectangle. Soit B 
le point de contact de ic. 
Le diamètre cV doit passer au milieu de la polaire ûR du 
point c. La parallèle menée par R à c'V coupe OOj en un 




Fig. 3. 
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point P tel que cP = cQ. Voici donc la construction du 
point R : on détermine les points T et; H, on prend cP = eu 
et on mène PR paral'ële à cV. D'ailleurs V reste le même 
pour une autre génératrice (fig, 3). 

En définitive, la caractéristique est la droite (aH, a'R'). 
Gomme troisième asymptote de l'indicatrice on prend simple' 
ment ia directrice rectiligne 00^. L'indicatrice au point (ce') 
se compose, en effet, de la génératrice abc et de la directrice 
rectiligne OOf 

On pourrait aussi rènoiplacer (pp') par (66'), où l'on déter- 
minerait la droite analogue à (aR, a'R'). 



NOTE DE GEOMETRIE (♦) 

Par M. Basile Sollertinsky. 



I. La droite de Newton (joignant tes milieux des diagonales) du 
quadi'Uaière podaire d'un point M du cercle 0, relativement à 
un quadrangle inscrity et la droite MO sont symétriques par rap- 
port aux directions des bissectrices des angles formés par les côtés 
opposés du quadrangle. 

Soient a, 6, c, d (fig. 1) les projections do M sur les côtés 
consécutifs du quadrangle ABGD. 
Les côtés opposés a6, cd du 
quadrilatère podaire, comme 
étant les droites de Simson du 
point M, relativement aux trian- 
gles ABC, AGD, se rencontrent 
au point e qui est la projecliou 
de M sur AG. Les circon- 
férences adCy bce, comme ayant 
MA, MC pour diamètres, con- 
courent donc en M. Le point M 
est donc le foyer de la parabole 
inscrite en abcd. 

Or, on sait que l'isogonale de 




Fig. 1, 



la droite joigna t le somrad^run angl- du quadrilatère au 
(*) Cette note est iuspiréc par la qucblioQ ^30 de M. Boutin, cit<ic plus loin. 
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foyer de la parabole inscrite est parallèle à la droite de Newton 
du quadrilatère. 

Ainsi, la parallèle à la droite de Newton de abcd doit former 
avec 6c un angle égal à M6a = MBA. G' étant l'intersection 
de Me avec le cercle 0, la droite BC est parallèle à 6c, 
car celle-ci est la droite de Simson, relative au triangle BCD. 

Par suite, la droite BN, menoc de manière que CBN = ÏÏBA 
est parallèle à la droite de Newton cherchée. On a donc 

ABN = (MBC' = - - OMC') = MMC, 

W étant l'intersection de MO, DG. 

Par suite, les bissectrices de l'angle des droites MO, BN 
sont parallèles è celles de l'angle BEG. 

II, Soimt KK', LL' dei^ diamètres du cercle ABGD, symé- 
triques par rapport aux directions des bissectrices des angles for- 
méa par les côtés opposés du quadrangle ABGD. 

y® Les droites de Newton^ relatives aux points K, L, K' L', 
forment un losange dont Les diagonales^ parallèles aux axes de 
symétrie de KK' LL', se coupent au centre G des moyennes dis- 
tances de ABGD; ^° le côté de ce losange est égal au rayon du 
cercle. 

1® Soit M le milieu de KL (fig. 2); k^, /j, m^, o^ les pro- 
jections des points K, L, M, sur la droite AB; /c^yl^,m^,o^ 
les projections des mêmes points sur GD. 

KL étan'i parallèle 
à la bissectrice de 
l'angle AED et les 
droites OK, OL étant 
également inclinées 
sur KL, les divisions 
kim^oJi, l^m^o^k^ sont 
égales. Par suite, les 
milieux x, m. G, y des 
jonctions des points 
homologues forment 
une division sem- 
blable. 




Fig. :?. 



Soient A, l les milieux dos droites Ajft,, l^l^. Le quadrila- 
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tëre kxly étant un losange avec les côtés parallèles à AB, CD. 
ses diagonales kl, xy sont parallèles aux bissectiices de 
Pangle AED. 

Les droites de Newton des points K, L passent rospecli ar- 
ment par les points k,l et sont parallèles à OL, OK (théor. I) : 
elles se rencontrent donc, en N, sur la droite Gx. 

De même, les droites de Newton, relatives aux points K', L', 
respectivement parallèles à celles de K,L, rencontrent celles ci 
aux points P, Q sur la droite PG, perpendiculaire sur GN. 

2*» Elevons en x la perpendiculaire sur xl rencontrant kl 

en z; xl étant égal à -^, la droite zl doit être égale à — • 

2 2 

Soient R Tintersoction de Ooi, KL; H rorthocenfrede KOR. 
Les triangles HMK, zmx, ayant leurs côtés respectivemeut 
perpendiculaires, sont semblables; en outre, les divisions 
KMR, xmG, semblables à une même division k^m^Oi, le sont 
aussi. La droite Gz est donc perpendiculaire à son homo- 
logue HR et, par suite, parallèle à OK, ou à NQ. On a donc 
GQ = zl = KM. 

Les triangles OKM, NQG, ayant leurs côtés parallèles, sont 
donc égaux, d'où NQ = OK. 

Remarque, — Los n®^ 2, 3, 4, S, 6 de Texercice 430 de 
M. A. Boutin (/. 1896, p. 178) sont une conséquence immé- 
diate du théorème démontré. 

On peut y ajouter quelques autres propriétés assez inté- 
ressantes. Par exemple : M étant un point du cercle ABCD, la 
projection [j. de M sur la droite de Newton de ABCD est le 
centre de la conique circonscrite au quadrangUt abcd {polaire de 
M). IjCS ates de cette conique sont parallèles aux asymptotes de 
r hyperbole équilatère abcd. 

La projection ;/ de M sur la troisième diagonale EF d^ ABCD 
est un autre point remarquable du quadrangle abcd. Les isogo- 
nales des droites joignant \k aux sommets des angles formés par 
Ivs trois couples des côtés opposés de abcd concourent au centre de 
Vhyperbole équilatère abcd. Les projections de y/ sur deux 
couples quelconques des côtés opposés de abcd sont les sommets 
d'un parallélogramme. 
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Jja droite {xa' est une droite remarquable du quadrangle aLcd. 
Us segments faits sur cette droite pnr chacun des couples des côtés 
opposés de abcd ont le milieu commun en fA. 

Mais tout cela est intimement lié aux autres propriétés des 
quadrilatères en général et pourra faire l'objet d'une Note 
plus étendue. 

ESSAI HISTORIQUE 

SUR LA THKORIE DES EQUATIONS 
Par M. Aubry. 

{Suite ^ \oir p. 2i2.) 



Note VI. — Résolution des équations au moyen de séries 

récur7^entes(^). 

Ou sait que toute fraction rationnelle en z se développe en 

série récurrente dont Téchelle de relation n'est autre chose 

que la série des coefficients de z da: s le dénominateur, pris 

avec des signes contraires. Soit, par exemple, 

f{z) a-h6s4-c>s*-h. .. * „ ., , T^ , 

'-i— r- ; =A-hB2+CVH-...(Ech.-a,-S,... , 

o(z) l-t-a^-|-fi^«-h... ' 

une série ainsi déterminée; comme elle peut aussi s'écrire 

f(z) A A 

9(5) i — pz i — qz 
p,q,... désignant les racines de <^(z) = o, par ordre de gran- 
deur décroissante, en valeur absolue, le terme en z^ est 

z"" (Ap" -h Bq"" -h . . .) = PiJ". 
et celui en z^^, 

p étant la plus grande racine, plus n augmente, plus les 
rapports-^» -^^s'approchent vers l'unité, et plus, par 

conséquent, le rapport— tend de la valeur de 1m racine p. 

(*) Voir 1895, p. 15. 
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Le polynôme f(z) et les premiers termes de la série sout 
arbitraires. Pour résoudre l'équation ¥(x) = o, on la trans- 
formera donc en posant a; = — ; on choisira un commence- 
ment commode pour l'esécution des calcula; on construira la 
série A 4- Bi? H- Gz* -*-... 

B G 
et les rapports — » t:» • • • convergeront vers la plus grande 

A. U 

racine. En opérant de même sur x, on trouvera la plus petite 
racine en valeur absolue. 

Ëuler (Intr. in An, inf,) a mis cette méthode dans tout son 
jour, en signalant plusieurs difficultés auxquelles elle peut 
conduire. 

Soit réquatioQ 3y — 4^' = —, qui a pour racines les Jrinus 
des trois arcs 10**, 50®, — 70®, puisque les arcs triples ont tous 
— pour sinus. Gette équation peut s'écrire 

ou, en posant y = — , i — 3a? -h a;* = o. Pour trouver la plus 

petite racine, commençons par les termes o, o, i avecTéchelle 
de relation 3, o, — i ; il viendra la série 

o, o, I, 3, 9, 26, 75, 216, 622, 1791, SiSy, ... 
d'où sensiblement 

x^- -^ = 0,1736479; 
2 5 1D7 

la vraie valeur est sin 10® = 0,1736482. 

Pour la plus grande racine, on a l'équation i — 3s' 4- z^. De 
là, en prenant 1,1,1 pour les trois premiers termo=, 
I, I, I, 2, 2, 5, 4, i3, 7, 35, 8, 98, - II, ... 

(Ech. 0, 3, - 1). 
Ge résultat montre que la plus grande racine en valeur abso- 
lue est négative. 
Commençons par les termes i, — 2, 4, il viendra 
I, - 2, 4, - 7, 14, - 25,49, - «72, — 3i6, 6o5, ... 

I 6o5 

doh x = - :::37g = -0,957,... 
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valour peu exacte, ce qui provient <ie ce que la plus grande 
racine eu valeur absolue, sin (— jo^), excède peu la seconde 
racine, sin 5o^ et que, par suite, il faut un plus grand nombre 

de termes pour que les rapports -^ » se rapprochent 

de Tunité. 

On remédiera à Tinconvénient d'être obligé de poursuivre 
très loin le calcul des termes de la série en transformant 
réquation en une autre dont les racines aient entre elles une 
plus grande différence, par exemple en posant y = x — i. 
L'approximation sera également très lente, s'il y a des racines 
égales, mais il est facile de les éliminer. 

Connaissant la valeur approchée k d'une racine, on trans- 
formera réquation en posant x = y -^ k ; la plus petite 
racine de la transformée sera x — k. L'approximation sera 
alors très rapide. Soit x^ — 3aî* -f- Sa: — 4 - o, qui a i pour 
valeur approchée d'une de ses racines. Posons a: = i -+- y, il 
vient I — 2y — t/« = G, 

d'oii I, 2, 4, 9, 20, 44, 97, 214, 472, 104 1, 2296, . . . 

(Ech. 2, 0, 1.) 
ce qui donne très approximativement, pour la plus petite 
racine, 

X — l -{ — :. = 1,453397. 

2296 

Si, outre la racine cherchée, il y a en une autre égale et de 
signe contraire, la méthode est en défaut. Soit, par exemple, 
l'équation aj' — as* — 5ic -h 5 = o, qui a les deux racines 
± \/3 ; on aura la série 

1, 2, 3, 8, i3, 38, 63, 188, 3i3, 938, i563, ... 

(Éch. 1,0,-5). 

Les rapports successifs ne tendent vers aucune limite fixe. 
Dans ce cas, on peut changer a; en y -h 2, ou prendre les 
rapports des termes de deux en deux, ce qui donne le carré 
de la racine cherchée (*) : on voit en effet que les rapports 

Q Ap"+*+B(-p)"+*+C5"+*4-... 
(•),Ona — 



En faisant diaparaître les termes en Gç**"*"*, ... il viendrait -— "" 



P AipB 
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3i3 q38 i563 



• • • • 



63 i88' 3i3 

tendent vers la limite 5. 

On a supposé jusqu'ici que la racine cherchée est réelle. 
S'il y a des racines imaginaires, et que, rangeant par ordre 
de grandeur les produits des racines conjuguées et les carrés 
des racines réelles, le plus grand ou le plus petit des termes 
ainsi détermines, soit de la deuxième sorte, c'est-à-dire, le 
carré d'une racine réelle, la méthode est encore applicable (*). 
Par exemple, soit .t"^ — 2X ^ ^ ={x — 2){x' -{- 2x -h 2)— o. 
le produit des racines imaginaires est plus petit que 2'. For- 
mons la série 

1, o, 2, 4, 4, 16, 24, 48, 1 12, 192,416, 832,... (Ech. 0,2, 4) 
qui donne assez rapidement la racine 2. 

Soit l'équation x^ — 3x^ -4- 40? — 2 = o, qui a la racine 
réelle i et deux racines imaginaires dont le produit est 2. On 
a la série 

I, 3, 5, 5, I, —7, — i5, — 15, I, 3,3, 65,65, i,... (Ech. 3, 4, 2) 
qui ne mène à rien. Dans ce cas, Euler montre qu'on trouvera 
les racines imaginaires en calculant les limites des expressions 

' R» - QS QR~ PS 

Q*-PK' 2\/(> - PR)(R» - QS) 
qui donnent respectivement p et cos©. 



\/i 



ce qui Rc mène à rien. Au c:)Dlraire, cq posant 

R _ Ap^+" H- B ( - p:/'+'- -:- cf ^- - ^ . . . 

^^ Ap"-;-B(-p}"-;-C9"+... 
on arrive do la mémo manière à la valeur approchée 



R f A ± B) p"'^ 



^P 



,2 



1^ (A:^B)p" 

(*) S'il y a les racines p(cos ? -j- i sin ç), pCcos ? — » sin ç), q. 
Texpression du coefficient P du terme jçénéral de 

A B G . 






I — p(cos ? -1- i sin ^)z ' i — j>(cos 9 — i sin 9) :? ' i — qz ' 
peut s'écrire P = [(A + B) cos îîç + i ( A — B) sin n 9] p" -j- Cq" -\- ... 
Ce qui fait voir que si le produit p* des deux racines imaginaires est 
inférieur au carré de la racine réelle q, le premier terme du second 
membre tendra à s*annuler en présence du deuxième, à mesure que n 
augmentera. On voit aussi que dans le cas contraire, le second terme 
tend bien à s^annnler comparativement au premier, mais celui-ci ne tend 
vers aucune limite fixe. 
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Euler remarque encore que la méthode est en défaut si les 
premiers termes de la série ont été pris de manière que le 
pol7nômecorrespondant/'(3) ait un facteur commun ayec(p(2), 
mais on évite cet inconvénient en prenant i pour premier 
lerme. 

Lagrange (Bés. des éq. num.) a donné un cas particulier 
remarquable de la méthode de D. BernouUi. On sait que les 
sommes des puissances semblables des racines se déduisent 
succesôivementparunerécurrence identique. Donc en calculant 
£(jo),£(p'), 2(p'),... £(^i"), la puissance p" de la plus grande 
racine finira par surpasser tellement les autres 9*",... qu'on 
aura sensiblement 

d'où, avec une approximation d'autant plus grande que n 

augmente ^ "" "ïQ^' 

Fourier (An. des éq. dét.) s'est également occupé de cetle 
méthode et a énoncé plusieurs propositions qui la complètent, 
du moins théoriquement. 

On suppose écrits par ordre de grandeur les carrés des 
racines réelles ou les produits des racines conjuguées. La série 
fait connaître la première et la dernière si elles sont réelles : 
la suite des quotients donne la racine avec des erreurs qui 
diminuent comme les termes d'une progression géométrique 

dont la raison est — > de sorte que si » et sont de siiçnes 

p 

différents, les résultais sont altornativement positifs et néga- 
tifs, ce qui permet d'apprécier l'approximation de chacun. 
La série 
a 1= AD - BG, p = BE - CD, y = GF - DE,. . . 

est également récurrente, et les valeurs des quotients — » ^ » 



— « • . . 



V 
I 



tendent vers p -^ q* 

La série 
«i = AG - B», pi = BD - G», Yi = CE - D*,. . . 

Pi Yi 

est encore récurrente, et les valeurs des quotients ^> ^> 

*i Pi 
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tendent vers la limite pg. De ces deux résultats, on tirera 
les valeurs des racines p et q. 

Pour les trois premières racines, p, ç, r, on calculera trois 
séries analogues, ce qui donnera les valeurs de p -h 7 + r, 
pq -^ qr -¥ pr, pqr ; et ainsi de suite. 

Si p et g sont imaginaires, la série correspondant à p est 
indéterminée, comme on le sait, mais celle correspondant 
à pq est convergente, et la limite donne le produit réel pq. 

Si r est une racine réelle, la série correspondant à pqr est 
également convergente. Si r est imaginaire, les résultats 
divergent, mais la série correspondant à pqn donne des 
résultats convergents. 

Des conclusions analogues ont lieu pour les séries donnant 
p -f- g, p -H ç' -h r,. . . En général, de deux séries consécu- 
tive, Tune au moins donne des résultats convergents. 

Signalons enfin, en terminant cette note, la méthode de 
Greffe, vulgarisée et perfectionnée par M. Carvallo. {Ext, de 
la méth. de Grâffe, Paris 1890.) (A suivre *.) 

^IW ■ ■ ■■■■-■■ ^ ■■ ■ ■ ! ■■■■■■■ ■l—l» ' .l ' ■ ' Il -■■■■■ , , _ii,_ - , ,^ _ , ,M, ., ,rf 

EXERCICES 

Par M. Barisien. 

(.Smte, voirp. 225.) 



25. — On considère une ellipse et une tangente fixe à cette ellipse 
au point M; puis on trace deux droites A H A' parallèles au 
petit axe et à égale distance du centre de Vellipse : mais le couple de 
ces droites A e^ A' est variable. 

La tangente fixe en M rencontre un des couples A, A' en Set S'. 
Les secondes tangentes menées de S à Vellipse rencontrent A et A' 
en Y et\ et ont leurs points de contact en P et P'. Montrer que^ 
quel que soit le couple A, A', les droites PP' et IV passent chacune 
par un point fixe. 

— Si on se reporte à l'équation (4) de IJexercice 24, on voit que, quel 

que soit h, la droite PP' passe par le point 

a* 

(1) x = > 2/ = o. 

a?, 



(*) La suite paraîtra dans le numéro de janvier prochain. 
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C'est le point symétrique par rapport au centre de l'ellipse du point où 
la tangente fixe rencontre le grand axe. 

— L'équation (13) du même exercice montre aussi que la droite IV passe, 

quel que soit hj par le point de coordonnées 

a» 2b« 

(2) a;=— -, y = — . 

Go point est très facile & construire, car si O est le centre de rellipse, 
K et K, les points où la tangente en M' rencontre le grand et le petit 
axe, les valeurs (2 \ sont 

a; = — OK, y = — 2OK'. 

26. — Soit M un des points d'intersection d'une ellipse avec le 
cercle décrit SU)' la distance focale FF' comme diamètre. La droite 
MF rencontre la directrice correspondant au foyer F en P : la 
droite MF' rencontre la directrice correspondant au foyer F', en 
P'. Montrer que : 

1® Les longueurs MP et MP' sont égales au grand axe de 
r ellipse; 

2® La tangente en M passe par un des points de rencontre du 
petit axe avec le cercle focal; 

3® La droite PP' est tangente à C ellipse; 

4® Cette droite PP' rencontre le grand axe en K : la projection 
du point M sur le grand axe est en I. Les points K e^ I sont 
conjugués harmoniques des deux sommets A et A' du grand axe. 

Désignons par D et D' les points où le grand axe rencontre respecti- 
vement les directrices relatives aux foyers F et F^ Si a:, et y^ sont les 
coordonnées du point M, on a à la fois 

D'où Ton déduit 

o I 6> 

c c 

i" I étant la projection du point M sur le grand axe, on voit que les 
triangles FDP et MIF' sont égaux. En effet, on a 

FD = c=z — = y^ = Ul. 

c c 

Il en résulte que FP = MF'. 

De môme FT' = MF. 

Par suite MP = MF + FP = MF + MF' == 2a, 

MF = MF' -+■ F'P' = MP H- MF = 2a. 
On en conclut que PP' = 2av/2. 

Le pied de la hauteur abaissée de M sur PP' est donc au milieu de PP', 
et cette hauteur est égale à a^. 
2" L'éoniation de la tangente en M est 
(2) h*xXi + a^yyi = a^b\ 



r 
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Elle rencontre le petit axe au point dont l'ordonnée est — » c'est-k- 

dire c. 

La tangente en M passe donc par une des extrémités du diamètre du 
cercle focal situées sur le petit axe. 

30 La distance S du centre de Tellipse à la la tangente en M est 

et en y substituant les coordonnées (1) 

De ce que MP = MP^ il résulte que la droite PP^ est parallèle à la 
tan:jeDte en M. L'écartement de PP' et de la tangente en M est 0^/2 
ou 20. Par conséquent, la droite PP' est symétrique, par rapport à O, 
de la tangente en M. Donc PP^ est tangente à Tellipse au point M' 
symétrique du point M par rapport à 0. 

4** L'équation de cette droite PP' est par suite 

b^xXi + a*yî/i ~ — a*6*, 

ou xyja^ — 2fc^ -{- ay -T- ac =. o. 
On a donc OK = • 

X 

Par suite OK X 01 = — o^ 

ce qui prouve que les poiuts K et 1 sont conjugués harmoniques des som- 
mets A et A' du grand axe. 
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Index operum Leonardi Euleri, confectus a Jeanne G. Uagen S. J., 
Directore Speculœ Astronomicœ Collegii GeorgiopolUanif Washington 
(Berolini, Félix L. Dames, éditer, 1896). 

Cet opuscule de 80 pages, écrit en latin, renferme la liste, rendue aussi 
complète que possible, en tenant compte notamment des recherches 
historiques de M. Tchebyscheff, des travaux si nombreux, disséminés 
dans des recueils divers de Tillustre Euler. 

Plusieurs index, cités par M. Hagen dans cette brochure, ont été déjà 
publiés dans Tintention de faire connaître la liste des mémoires, notes 
ou lettres scientifiques sortis de la plume d'Euler. Il existe aussi une 
édition des Œuvres complètes d'Ëuler publiée à Bruxelles (1839); une 
autre, imprimée à Saint-Pétersbourg par les frères Fuss (1849). Elles sont 
l'une et Tautre incomplètes, et M. Ilagen, dans la préface de son index, 
a raison de dire qu^il ne publie pas ce livre pour exciter seulement à 
rétude des travaux d'Ëuler, mais pour ouvrir la voie à une édition 
meilleure des œuvres d'Ëuler. Je ne sais pas, étant donnée la voie que 
je regrette, où s'engagent aujourd'hui le plus grand nombre des jeunes 
mathématiciens, si l'on peut leur conseiller, pour les remettre dans la 
route qui mène aux résultats simples, les seuls qui soient intéressants, 
une lecture plus profitable que celle, quelque peu dédaignée, je crois, 
aujourd'hui, des œuvres d'Eulcret de quelques autres mathématiciens du 
dernier siècle. G. L. 
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QUESTION 432 

(Solution par M. H. L*Uuillier, répétiteur au lycée de Bar-le-Duc. 

La droite ayant pour équation 

(t* + i)x + t(i - i^^y - at« = o, 

enveloppey lorsque le paramètre t varie^ V hyperbole 

8x* — y' — 4ax = o. 

(E.-N. Barisien.) 

Il faut éliminer t entre les deux équations 

(/♦ + i)x + t{i - t')y - at^ = o, 

/[t^x + (i — 3f*)y — 20^ = o. 
On en déduit 

(2) t/(f* - 4^« + I) = _ 2a^(/« - r), 
et en divisant membre à membre (1) et {% 

(3) 2i^x — ty — 2X = o. 

De cette équation, on tire 

ty -f- 2X 

*' — > 

20? 

portant cette valeur dans (1), il vient 

(4) t^y^ — 2ty{2X — a) — 403(20? — a) = o. 
Ecrivaut que (3) et (4) ont une racine commune, on a 

[Xy^ — 405* (20? — o)]* = o. 
En résolvant (3), nous avons supposé x:^o. L'équation de 
Tenveloppe est donc 

t/* — 40? (20; — a) = o. 

Nota. — Autre solution par M. E. Foucart. 

'■ . .. ■ ■ ,. ■■ ■ ,.„ , , — ^ 

QUESTION 434 

Solution par M. Goyens. 

Montrer que ^élimination de t entre les deux équations 

(1) a(l« 4- 2t« - 2t» - i) - t(t« -h i)«y = o, 

(2) 2t*x - y(3t» -ht)- a(2t» + i) = o, 
conduit à V équation 

[(2x -h a)« + 4y*](2x — 3a) = o. 

Œ.-N. Barisien.) 



JOURNAL DI MATHfiMATIQUBS SPÉGIALBS 263 

La relation (1) peut s'écrire successivement 

a{t^ - i) + 2(U\i' - i) - i{t^ •+- lYy = o, 
a(t' - i)(/* + i) -h 2at\t'^ - - K^^ -^ ^Yy = o, 
a(/* - i)(/* -+- 0» - t{P -h lyy = o, 
[a{t^ - i) - ty](t^ 4- 0» = o, 

Soustrayant (!') de (4), il vient 

2t*x - 3t^y - 3af« = o, 
ou 
(2') 2t^x - 3ty - 3a = o. 

Multipliant (!') par 3 et soustrayant de (2'), il vient 

^•(20; — 3a) = o. 

Or / = o entraînerait a = o; donc 

20? — 3a = o. 

Nota, — Autre solution par M. H. L'Huillier. 

QUESTION 437 

Solntlon par M. A. Droz-Farny. 



Par le foyer F d'une ellipse^ on mène un rayon vecteur quel- 
conque FM, sur lequel on prend deux points P et P', tels que 
MP = MF' = K. Les courbes, lieux des points P et P', sont 
deux concho'ides d* ellipses. Montrer que l'aire compiHse entre ces 
deux courbes est égale au produit de la circonférence déerite sur le 
petit axe comme diamètre, par 2K. (E-.N. Barisien.) 

b* c 

En posant comme d'habitude p = — , e = -, on a, pour les 

courbes, lieux de P et de P', 

P = ^ + K et p = ? E, 

i — e eos cp I — e cos o 

d'où, pour la surface cherchée, 

D = fV -^— -H k)^ - ( ^ kVL, 

t/o L\i — «co8(p / \i — ecos(p /J 

ou, d'après une formule bien connue : 
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^ ^r I COS9 — ^-1^ ^pKtt 
D = 4pK ■ arc cos = — 

= 46X7: = {267r)2K. 
iVo/a. — Solutions analogues par MM. II. L'HuiLUER et E. Foucap.t. 



NOTICE NÉCROL OGIQUE 

Bien que Tisserand, par la nature même de ses rccbercbes scien- 
tifiques qui ont toujours eu pour principal objectif la Mécanique 
céleste, n*ait eu aucun rapport scientifique avec le journal, je sais, 
par ce qu'il m'a dit à plusieurs reprises, qu'il s^y intéressait et je 
veux adresser ici & ce cber et sympalbique camarade un mot d'adieu. 

Tisserand était entré à TËcole normale, dans la promotion de 1863 
à laquelle j'appartiens, après une seule année de préparation au 
lycée de Dijon, si ma mémoire ne me trompe pas. Du rang moyen 
qu'il occupait sur la liste d'entrée, rang plus qu'honorable étant 
donné qu'il n'avait fait qu'une année de mathématiques spéciales, il 
ne tarda pas à se placer à notre tête. Il n'y eut pas de lutte possible 
avec lui ; il s'imposait; et s'il fut le premier parmi nous, sans con- 
teste, par la valeur scientifique, je crois pouvoir ajouter, sans 
craindre d'être contredit par aucun de ceux qui l'ont connu à 
l'École et qui vivent encore, qu'il fut aussi l'un des plus sympathi- 
ques et l'un des plus aimés. De nombreux discours que je n'ai pu 
entendre, retenu, malheureusement, par le devoir professionnel, 
ont été prononcés sur sa tombe. Mais tous auraient pu se résumer 
dans une simple phrase : Il fut un savant hors ligne, un bon Fran- 
çais, un homme intègre, un travailleur infatigable hélas! mort à la 
peine ; il fut aussi, je puis l'affirmer, un ami cordial et sûr pour 
tous ceux qui pouvaient prétendre à son amitié 1 G, L. 



QUESTION PROPOSÉE 

614. — Démontrer géométriquemeut que la droite qui 
correspond à Téquation 

X cos^ — y sin (p = a cos 29, 
enveloppe une hypoeycloïde à quatre rebroussements, lorsque 
9 varie. (E.-N. Barisieti.) 

Le Directeur-gérant, 
G. DE LONGCHAMPS. 

IMPHIMERIË CBNTBALE DES CHEMINS DE FER 
mPRi:U£RI£ CHA1.\, RUE BSR6£fiE, 20| PARIS. •• '|9722-i 0*96 • 
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SUR LES COURBES UNIGURSALES 

DU DEUXIÈME ET DU TROISIEME ORDRE 
Par M. Cit. Michel, élève à TÉcole Normale supérieure. 



1. — MJAppell, dans un article inséré aux Nouvelles Annales 
de Mathématiques y a étudié les groupes de points qui sont à 
Fintersection d'une conique fixe (S) et d'une conique variable 
(S) passant par doux points fixes P et Q. 

Exprimons les coordonnées d'un point quelconque de la 
conique fixe par des fonctions rationnelles d'un paramètre /. 
Les points A et B d'intersection de la droite PQ avec la 
conique fixe (S) ont pour paramètres a et b. . 

Si ti^ t^, ^5, t^ sont les paramètres de quatre points d'inter- 
section de la conique fixe et de la conique variable (2j, le 
résultat trouvé par M. Appell est que le produit des quatre 

quantités 

^^ — a t^ — a ts — a t^ — a 



— * 



ti — b t^— b ts— b ti— b 

est constant. 

Ce résultat est susceptible d'une interprétation géométrique 
qui, croyons-nous, n*a pas été remarquée. 

Si c est le paramètre d'un point fixe G de la conique (S), 

la quantité 

t — a c — a 

m 

t — b' C — b 
est le rapport anharmonique des quatre quantités ty c, a, b, 
que nous représenterons par (/, c, a, b). 

Donc le produit des quatre rapports anharmouiques (fj, c, 
a, 6), (/j, c, a, 6), (^3, c, a, b), (/,, c, a, b) est constant. Or, cette 
propriété a lieu, quel que soit Le paramètre choisi pour repré- 
senter un point quelconque de la conique fixe. Nous pouvons 
donc prendre comme paramètre d'un point le coefficient 
angulaire de la droite qui le joint à un point fixe de la 
conique (S). Mais alors le rapport anharmonique (^ c, a, 6) 
est le rapport anharmonique des quatre droites qui joignent 
le point au point variable M, au point G et aux points A 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1896. 12 
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et B. Ce rapport aDharmooique est, comme on sait, indépen- 
dant de la position du point sur la conique. Nous le repré- 
senterons par (M, G^ A, B). 
On peut énoncer ainsi le théorème suivant : 
Les coniques qui passent par deux points fixes V et Q remontrent 
une conique fixe en des groupes variables de quatre points M^, M,, 
M3, M4. Soietit A. et B les points où la droite PQ rencontre la 
conique fixe et G un troisième point fixe de celte conique. Les 
quatre rapports anharmoniques 

(M„ G, A, B), (M„ G, A, B), (M^, G, A, B), (M„ G, A, B) 
ont un produit constant, 

2. — Plusieurs cas se présentent ; 

Si les points A et B sont réels, la constante est réelle. 

Si les points A et B sont imaginaires conjugués, elle est 
imaginaire. Mais on peut donner dans ce cas au théorème 
une forme intéressante. 

1® Supposons d'abord que les points A et B ne soient pas 
sur la droite de Tinfini. Menons alors par ces deux points les 
droites isotropes ; elles se coupent en deux points (o et o)' qui 
sontréels. Gespoints sontsituéssur la perpendiculaire à AB, 
élevée au milieu de AB, c'esl-à-dire au point où AB est ren- 
contrée par le diamètre des cordes de la conique (S) qui lui sont 
parallèles. Signalons en passant que les points (o et (o' sont 
aussi sur la conique, homofocale à la conique (S), qui passe 
par les deux points où ce diamètre rencontre la conique (S). 

Soient M^, M^, M,, M4 les quatre points d'un groupe. Les 
quatre droites qui les joignent au point rencontrent AB 
en quatre points N^, N^, Nj, N4. Si D est le point où OG ren- 
contre AB, le rapport anharmonique des quatre droites OM^, 
OG, OA, OB est égal au rapport anharmonique des quatre 
droites wNi, <oD, wA, coB. Mais wA et wB sont les droites 
isotropes du point co. Donc, d'après la formule bien connue 
deLaguerre, ce rapport anharmonique est égal à e^*^*, V^ étant 
l'angle de wD avec (oN^. Par suite, Vj, Y^, V3, V^ étant les 
angles de wD avec les quatre droites toNi, coN^, wNj, wN*, le 
produit des quatre rapports anharmoniques est égal à 

g2i (V1-I-V3+VJ+V4' 
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ce qui montre que la somme V^ + V^ 4- Vg -i- V^ est cons- 
tante. 

2® Supposons maintenant que les points A et B soient à 
l'infini. Alors la conique (S) est une ellipse. Prenons pour 
points et G les deux sommets du grand axe. 

Considérons la transformation homologique qui chauge 
Tellipseen le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. 
Les points et G se transforment en eux-mêmes; les droites 
OA et OB se transforment en les droites isotropes 01 et OJ; 
enfin, si Pj est le transformé de Mj, la droite OM^ se trans- 
forme en la droite OP^ . 

Appelons 91 Tangle que fait la demi-droite OG avec la 
demi-droite qui joint le centre de lellipse au point P^; c'est 
ce qu'on appelle V anomalie excentrique au. point M^. L'angle 
de la demi-droite OG avec la demi-droite OP^ est égal 

à — » à un multiple de tt près. 
2 

Or, le rapport anharmonique des quatre droites OG, OMj, 
OA, OB est égal au rapport anharmonique des quatre droites 
OG, OPi , 01, OJ, c'est-à-dire, en appliquant encore la formule 
de Laguerre, à e'^\ 

Le produit des quatre rapports anharmoniques est égal à 
gt(?i+?8+?3-f?4)^ cpi, (pa, <P3, 94 étant les anomalies des quatre 
points Mj, Mj, Mg, M4. 

Donc, la somme des anomalies excentriques des quatre points où 
V ellipse est rencontrée par une conique variable passant par deux 
points fixes à l infini est constante. 

Si ces deux points sont les points cycliques, la conique 
variable est uu cercle et la somme est un multiple de 27:. 
comme le montre facilement un cas particulier. Par suite, 



■«(t 






9i 



et si nous posons, d'une manière générale, tg — — 0,, on a 

Oi + 0, 4- O3 + 0, = i:OiO,03. 

GonsidéroES encore le cas particulier ou les points B et A 
sont les points à l'infini sur les axes de l'ellipse. Dans ce cas, 
la somme 9^ -H 9.2 "^ ?.« "^ ?♦ ^^^ ^^ multiple impair do i:, 
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car parmi les groupes de quatre poiols se trouve le groupe 
des quatre sommets de Tcllipse dont les anomalies sont 

o, - > 71, — t U un multiple de 2z près. 

2 2 

Alors t4Ç ( — 4- — -h — + — ) est ioiini, et, par suite, 

\3 2 2 2 / 

I — se^Oj 4- 616,0,04 = o. 

III. — Appliquons encore notre théorème général aux 
coniques qui passent par le centre de Tellipse et le point à 
l'infini sur le grand axe. Les points A et B sont alors les 
sommets de Tellipse sur le grand axe. Plaçons le point en 
Tun d'eux A et le point G en un sommet sur le petit axe. La 
droite OA devient la tangente AT à Tellipse au point A. 

Considérons encore la transformation bien connue qui 
change Tellipse en le cercle décrit sur le grand axe AB 
comme diamètre. Le point G se transforme en Tune des 
extrémités du diamètre du cercle perpendiculaire à AB; 
le point Mj se change on un point Pj . Le rapport anhar- 
monique des quatre droites AM^ , AG, AT, AB est égal au 
rapport anharmonique des droites AP^, AD, AT, AB, c'est-à- 
, sin (APi , AT) sin (AD, AT) 

* sin (AP, , Ab) * sin (AD, AB) ' 

Or, cpi étant l'anomalie du point M^, on a 

( AP, , AB) = ^ et (AP, , AT) = ^ - J! . 
Le rapport anharmonique est donc égal à — cotg— > ou — • 

2 Vf 

Le produit OjOjOgO^ est donc constant. Mais, parmi les 
coniques qui passent par le centre de l'ellipse et le point à 
l'infini sur le grand axe, se trouve la conique réduite au petit 
axe et à la tangente en l'un des sommets sur le petit axe. Pour 
cette conique, le produit est égal à — i . Donc 646,6,64 = — i . 

GonsidéroQs les hyperboles d'Apollonius de l'ellipse; elles 
passent par les points à Tinfini sur les axes de l'ellipse et par 
le centre. On a donc, à la fois, 

et I - BjO, + O1O2O3O4 = o 

d'où SOjO., = o. 
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On a aiciSL les deux relations bien connues qui expriment 
que les normales en quatre points de l'ellipso sont concou- 
rantes. 

IV. — Il nous reslo à étudier le cas oîi les deux points A et B 
sont confondus. Le calcul montre qu'alors, si a est le para- 
mètre commun des points A et B, et ^,, t^, t^, t^ les para- 
mètres des quatre points d'un groupe, la somme 

I T I I 

H h 



est constante. 

En voici une interprétation géométrique simple. 

Considérons une droite fixe dans le plan et un point sur 
la conique (S). La droite, qui joint le point à un point 
quelconque M de cette conique, rencontre la droite fixe en 
un point N, et nous pouvons prendre comme paramètre du 
point variable la distance du point N à un point fixe de la 
droite sur laquelle il se déplace. Si I est le point où OA 
rencontre cette droite, on a donc 

I I I I 

+ VT^ -H ^rrr^ + ^^^- = COnstaulO. 



INi IN2 IN3 IN^ 
Il existe un cas particulier intéressant, celui où la tangente 
en A est à Tinfini. Alors la conique (S) est une parabole. 
Nous pouvons prendre comme point le sommet de la para- 
bole et comme droite auxiliaire une droite perpendiculaire à 
Taxe de la parabole. On a, en particulier, ce théorème connu 
que la somme des ordonnées des quatre points d'intersection 
d'un cercle quelconque avec la parabole est nulle. 

(A suivre.) 

UN PROBLÈME DE PROJECTION 

Par M. K. Brand. 



Le problème que nous nous proposons de traiter est le sui- 
vant : 

Trouver un plan de direction telle que la projection orthogonale, 
sur ce plan, d*un triangle quelconque donné soit un triangle équi- 
latéral. 
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Supposons le problème résolu et soit ABC la projection du 
triangle BDE donné, pour lequel nous faisons l'hypothèse 

S < I) < E . 

Désignant par a, b, c les côtés du triangle BDB, nous 
aurons 

b < c < a. 

Soient a, ^, y les angles des côtés a, b, c avec leurs pro- 
jections. 

Considérons le plan passant par D, B, C et appelons K l'angle 
dièdre formé par les plans ABC et DBC, l'angle dièdre des 





plans DBCetEBC vaudra alors— — K; enfin, nommons o 

l'angle plan DBC. 

Le trièdre BADC donne 

(1) cos a = ces 6o®.cos cp H- sin 6o®.sin o.cosK 

(2) cos © = cos a . cos 6o° ; 
par lo trièdre BDGE, on a 

(3) cosB = cos y. cos 9 -i- sin y. sin 9. sin K. 
Comme le triangle ABC est équilatéral, nous aurons 

(4) c.cosy = a.cosa = 6. cos p. 

1 v/3 

Or, cos 60® = - et sin6o°=^— -; dès lors, de (1), (2) 

2 2 
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et (4) en éliminant <p et a, on conclura 

^ ^ 4a« - 6* cos* p 

De même, de (2), (3) et (4), en éliminant ç et y, on tirera 

(6) sin. K = [2ac.cosB^6^cos«pp ^ 
^ ^ (c« - 6« cos» p) (4a« - 6* cos« p) 
La formule générale 

6« = o" + c* — 2ac cosB, 
donnant 2ac cos B = a* -h c* — 6*, 

si Ton pose 

(7) X = 6* cos« p, 

en ajoutant membre à membre les formules (5) et (6), on a 

3X« - 2(a« 4- 6^ 4- c«)X + 4a«c« - (a» + c« - 6*) = o, 
d'où 

(8) X= ^'"^^'"^^' ±Va^+6*+c*-a'6'-a'c«-6'c^ 

1** Les racines sont réelles. 

En effet, de (a* - 6»)« > o on lire 

a* -h 6* > 20*6% 
de même a* -h c* > 2a'c*, 

6* -h c* > 26*c^ ; 

par suite, en ajoutant 

(9) a* + 6* 4- c* > 0*6* + a*c* -h b^c\ 
2® Ze5 racines sont positives. 

Entre les trois côtés d'un triangle, on a la relation 

(10) a* -f- 6* 4- c* < 2a*c> + 2a»6« 4- 26V. (*) 

Or, (a* 4- 6» H- c*)« = a* 4- 6* 4- c* + 2a«c* 4- 2a»6« 4- 26V, 

et [2 y/ a* 4- 6* h- c* - a*6« - a'^c'^ - ô^c^]^ 

= 4a* 4- 46* 4- 4c* — 2(2a"6* 4- 2a*c« 4- 26«c*). 
A cause de la formule (10), il vient 

(a» H- 6« 4- c«)* > 2(a» 4- 6* 4- c*) 

[2vV4-6*-f-c*-a"6»-a»c*-6*c2]^ < 2(0*4-6* 4 c*) 



(*) A cause de a — c < &, comme les deux membres sont positifs, on 
peut élever au carré et on a : a* — lac -f- c* < 6* ou a* + c* — 6* < lac ; 
les deux membres sont encore positifs, en élevant au carré, on obtient 

a* 4- 6* + c* + 2a*c* — 20*6* — 26V < 4a*c* , 
ou bien o* 4- &* 4- c* <2aV + 2a*6« + 26*c*. 
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donc o* -H 6* H- c" > 2 v/a* + 6* h- c* — a-6» — a*c* — 6«c*. 

3® // faut rejeter le signe + qui se trouve devant le radical 
dans la valeur de X. 

La formule (7) prouve que X < 6*, par suite la valeur 
do X donne, 

(11) 36* > a«-i-6*-hc* ± 2 v/a*H-6*-rC*-o*6*-aV-6»c«. 
Celte inégalité est absurde si Ton prend le signe -4- devant 

le radical, car b est le plus petit côté du triangle. 
4** Le signe — devant le radical convient à rinégalUé (11). 
Si Ton considère la formule (11) avec le signe —, on peut 
écrire 

a" — 20» + c* < 2 /a* -h 6* -H c* - a*6* — aH* — 6*c«. 
Élevant au carre, on a 
a* -h 46* -+- c* 4- 2a*c* — 4a*6* — 46*0* < 4a* + 46* + 4c* 

— 40*6* — 4a'c* — 46«c* 
6a»c« < 3a* -4- 3c*, 
ou o < (a* — c*). 

Cette dernière relation prouve le § 4**. 
De ce qui précède, il résulte que la seule valeur, réelle et 
positive, de X est 

X = ^v/o* -r 6* H- c* - a*6« ^ aV - b'c\ 

Ayant trouvé X, oq déduira de la formule (7) 

(12) cos p = i /X, 
puis de la formule (4) 

(13) cosa = — v/X et cosY = — v/X. 

Le radical \/X devra être pris avec le signe -h, car a, p, f 

varient entre o et— • 

2 

11 ne pourra y avoir aucune ambiguïté, car l'angle E (le 

plus grand des trois angles) peut seul être plus grand qu'un 

angle droit et est d'ailleurs toujours plus grand que l'angle 

de 60**; l'angle B (le plus petit) est toujours plus petit que 

l'angle de 60**; dès lor?, les angles a, p, y seront tou|oura 

comptés dans le se^s indiqué sur la figure^ 
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Les angles a, p, y étant connus, le plan et les côtés du 
triangle équilatéral seront déterminés. 

Centre de gravité du triangle. 

Le problème précédent peut être considéré comme un lemme 
pour la détermination du centre de gravité de la surface d'un 
triangle quelconque. 

1° Tout d'abord, si le triangle est équilatéral, le centre de 
gravité sera au point de rencontre des trois médianes, parce 
que ces droites sont des axes de symétrie de la figure. 

2® Si le triangle est quelconque, on supposera le triangle 
équilatéral ABC qui est la projection orthogonale du triangle 
quelconque BDE; on divisera le triangle équilatéral en n* 
triangles équilatéraux égaux par des droites parallèles aux 
côtés du triangle primitif et équi distantes; de même, on 
divisera le triangle quelconque en n* triangles égaux entre 
eux et semblables au triangle primitif. 

Soient cd et w' les triangles élémentaires qui correspondent 
aux deux triangles primitifs, équilatéral et quelconque; w 
sera la projection orthogonale de w' et, en sens inverse, 
cd' pourra être considéré comme la projection oblique de (o 
suivant la direction AD. 

Soient ^ et G les centres de gravité des triangles équila- 
téraux (o et ABC; les projections obliques g' et G' seront 
les points de rencontre des médianes des triangles w' et DBE. 

Soit encore g^ le centre de gravité de a>', joignons g et g^ 

et menons GGi parallèle à ggi ; G^ sera la projection de G 

suivant la direction gg^. 

Le théorème des moments statiques a évidemment lieu 

pour les projections obliques. On a, par suite, 

ABC X GG' = Sa> X gg\ 

et, en divisant par cos 8 (8 étant l'angle des plans ABC 

et DBE), il vient 

DBE X G'G = S(o' X g'g. 

G'G g'q 

De là, comme on a 777^ = , 

GjG g,g 

on déduit la relation 

DBE X G,G = L(o' X g,g. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1896. 1^. 



274 JOURNAL DE MATHÉBIATIQUES SPÉCIALES 

Cette égalité montre que G^ est le centre de gravité 
de DBE. 

Or, on peut supposer les triangles o)' aussi petits que Ton 
veut de telle sorte que Çi soit distant de g' d'une quantité plus 
petite que toute quantité donnée, c'est-à-dire que g^ coïncide 
avec g'; alors, GG, restant toujours parallèle à gg^, G| 
coïncidera avec G' et G' sera donc le centre de gravité du 
triangle DBE. 



EXERCICES 

Par M. Barisien. 

(Suitej\oïrp,'3ib9.) 



27. — On considère la droite joignant deux points de rebrous- 
sèment d'une développée d'ellipse, situés chacun sur un aoœ différent. 
D'un point quelconque de cette droite on abaisse des perpendiculaires 
sur les aoces, Vellipse ayant un sommet du grand axe au pied de 
l'une de ces perpendiculaires et un sommet du petit axe au pied de 
l'autre perpendiculaire a pour enveloppe la développée de r ellipse 
donnée. 

Soit 

(1) {ax)i-\-{by)i=zci, 
réquation de la développée d'une ellipse d'axes '2a et ib. 

L'équation 

(2) ax + hy = c*, 

représente la droite joignant deux points de rebroussement situés chacun 
sur un axe diflérent. 
Soit donc (a, p) un point de cette droite. Par conséquent, on a 

(3) ^ aa + 6? = c'». 

L'ellipse dont on doit chercher Tenveloppe a pour équation 

On aura l'équation de l'enveloppe en éliminant a et p entre (3) (4) et 
réquation 

x^ y^ 

(5) — = — • 

a b 
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Cette dernière peut s'écrire 

a;* y" a;* 3/* 

aoL "~ ftp ~~ aa -h ftp ~ c* 
D'où ron tire a^ = —, û» = ■^. 

Si on porte ces valeurs dans (3), on retrouve bien l'équation de la déve- 
loppée (1). 

28. — Par un des foyers F d'une ellipse on mène une corde 
quelconque MM'. On considère le triangle formé par les points M 
et W et par le sommet A de rellipse, voisin de F. 

y® Le lieu du centre de gravité du triangle MAM' est une ellipse. 

2^ Le lieu du centre du cefixle circonscrit au triangle MAM' 
est une ellipse. 

S® Le cercle circonscrit au triangle MAM' enveloppe une quar- 
tique. 

4® Le lieu de Forthocentre du triangle MAM' est une ellipse. 

5^ Le lieu des points de rencontre des sécantes communes au 
cercle circonsc7nt à MAM' et à Vellipse se compose d'une droite et 
d'une cubique. 

6^ Par le second foyer F' de l'ellipse on mène une corde M^MJ . 
parallèle à MM'. On considère simultanément les deux triangles 
MAM' et M^AM'j. La droite D^ qui joint les centres de gravité de 
ces deux triangles passe par un point fixe. 

7® Le lieu du milieu de la droite D, joignant les centres des 
cercles circonscrits aux deux triangles précédents, est une ellipse. 

8^ Le lieu du milieu de la droite D.^ joignant les orthocentres 
des deux triangles est une ellipse. 

9"^ Le lieu du point de rencontre de D, et Dg est une ligne droite. 

10^ Le lieu du point de rencontre de D, et Dg est une cubique, 
dont on demande d'évaluer l'aire comprise entre la courbe et son 
asymptote. 

H^ Le lieu du point d'intersection de Di et D, est une cubique. 

/2^ Les trois droites D^, D, et D, ne peuvent jamais être 
concourantes. 

13^ Les points milieux des trois droites D^, D, et D, sont tou - 
jours en ligne droite. 

44^ Voir ce que deviennent les cinq premiers lieux , lorsque 
l'ellipse donnée devient une parabole ayant son sommet en A. 
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1« Prenons Torigine des coordonnées au sommet A, le grand axe étant 
Taxe des x. 
L^équation de Tellipse est 

(1) h\c* + oV — 2a6*x = G. 
Celle de la sécante MFM' est 

(2) y = m[a;— (a — c)]. 

Si (^il/i) ®( (^ayi) désignent les coordonnées des points M et M', on a 
pour les coordonnées du centre de gravité G du triangle MAM' 

(3) 3Xg = aj, -f ^t, 
W 3Y, = 3/, + y,. 

En éliminant y entre (1) et (2), on obtient Téquation qui donne les 
abscisses x^ et o^. On en déduit 

<^) X. + X. = 2a - ^^^^^-^, 

et, d'après (2), 

(3) et (4) deviennent donc 

_ 2a[a(a-c)m«+6'] 

26*cm 
(8) 3Y 



On aura le lieu du point G en éliminant m entre (7) et (8). Supprimons 
indice G, on a 

9 2a— 3X=:-— — -• 

^ ' a'm« 4- 6* 

En divisant (8) et (9) membre à membre, on en lire 

(10) ^ ^ 3a»Y ' 

Cette valeur étant portée dans (8), on trouve Téquation 

(11) 96*X* 4- 9a»Y> — 66> (20 — c) X + 4a (a — c) 6» = o. 

Le lieu du point G est donc une ellipse homothétique à l'ellipse donnée 
L'axe de cette ellipse dirigé suivant le grand axe de l'ellipse donnée a 

2C 26c 

pour longueur — : l'autre axe a pour longueur -rr- • 

2° Si P est le quatrième point d'intersection du cercle MAM% avec 
l'ellipse, la droite AP a pour équation 

(12) 2/ + ma; = o. 

De telle sorte que l'équation du cercle circonscrit au triangle MAM' 
est de la forme 

(13) X [6*a;* -+- a*t/* — 206*0;] H- [y — mx + m{a — c)] [y + mx] = o 
avec la condition 

d+m') 

X = — • 

c* 

L'équation (13) s'écrit alors 

(14) (a>m»4-6*)(o;*+y*) — j[a(a*4-6*)— c«]m*-+-2a6*ja;-wc»(a — c)2/=:o. 

Pour abréger l'écriture, posons 

(15) k = a — Cj 

(16) h* = a[a* 4- b*) - c» = (a — c)la* -h (o 4- c)»]. 
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L'équation (14) devient par suite 

(17) (o*w« 4- 6*) [x* -h y*) — (h^m* -f- 2ab^)x — mc*ky = o. 

Les coordonnées du centre G de ce cercle sont donc 






(19) 21 = ï» 

L^élimination de m entre (18) et (19) n'offre aucune difficulté et conduit 
à Téquation 

(20) 20*(a— c)«X*+26*(a-Hc)'»Y>— (a— c)>(2a'+/i'»)X + a(a— c)W=: o. 

Le lieu du centre G est donc une ellipse dont les longueurs des axes sont 

c^{a 4- c) c*b 
) • 

2a* 2a{a + c) 

3* L'équation (17), ordonnée par rapport à m, s'écrit 

w»[a*(a;»+ y*) — h^x}— mc%y + h^x* + y*) — laJb'^x = o. 
L'enveloppe du cercle a donc pour équation 

4[a«(a;*+ j/*) — h^x\ [6*(a;*+ y*) — 2a6«a;] — c*A;y = o, 
ou 

(21) 4a>6Va;«+ j,*)^— 46«(/i3^. 2a»)a;(a?2+ 2/2) + 8a6«/i»aî» — c*A;V= o. 

G'est une quartique, courbe fermée, ayant un point double à l'origine. 

4*> On sait que Tortbocentre H, le centre G du cercle circonscrit et 
le centre de gravité G sont en ligne droite, et situés de telle façon que les 
coordonnées du point H sont, en fonction de celles des points G et G, 

X,= 3X,-2X„ 

Ye=3Y,~2y,, 

ou, en y portant les valeurs (7), (8), (18) et (19). 

(22) Xjj= — 



> 



/«ox V _ >>^c(q — c)(2q + c) 

^^^^ ^H- aW+6* 

En divisant ces deux équations membre à membre, et supprimant l'in- 
dice H, on a 

(24) mY+X = o. 

En éliminant m putre (23) et (24), on trouve que le lieu de Torthocentre 
est l'ellipse dont i'équalion est 

(25) o«X* 4- 6*Y« + c (a — c)(2a + c) X = o. 
Les longueurs des axes de cette ellipse sont 

c(a — c) (2a 4- c] c{a — c)(2a4-c) 

â« ' ah 

5* Lmi du point de rencontre des sécantes MW et àP. 
Si on élimine m entre les équations de ces deux droites, c'est-à-dire, 
entre (2) et (12), on trouve Téquation de la droite 

a — c 

(26) x=z 

2 

Lieu du point de rencontre des sécantes AM', MP et des sécantes AM, MT. 
L'équation générale des coniques passant par les points d'intersection 
de l'ellipse avec le faisceau des droites MM', AP, ebt 

X(6*a;" 4- a*y^ — 206*0;) 4- [y — ma? 4- w (a — c)] (y -f mx) = o. 
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La condition pour que cette équation représente un système de deux 
droites est 

(27) m*( a - c)« (kh* - m«) + {\a* + i ) [w« (a — c) - 2a6«X]« = o, 
ou 

(28) mW(X6* — m>)4- {Xa«+ i){m*k — 2a6«X)«= o. 

Les points de rencontre des sécantes communes sont alors au centre 
de la conique. Or, les équations du centre sont 

(29) 2ic(X6« — m>) = 2o6>X — m^k, 

(30) 2y(Xa«+ i) = — fnfc. 

Il faut éliminer X et m entre (28), (29) et (30). 
L'équation (28) peut s^écrire, en tenant compte de (29) et (30), 
Xfe» — m' _ — (2oyx — w'fe)» __ — 4a?H>&* — w*)V 

Xa«-|- I ~" m*k* ~" 4y>;Xa*4-i)* 

En ne considérant que le premier et le dernier rapport, on obtient 
Téquation 

(31) (Xo«+ i)î/*+(X6«— m^)x* = o. 

Les équations (29) et (31) sont du premier degré en X et m'. On en tire 

2&*t/* (OR — o) 



7n*= 

X — 



2b^x^{x — a) — (20? — &) (ay 4- 6*a;«) 
i/*(2a; — k) 



2b*x*{x — a)'-{2x — fc) (aV -j- b*x*) 
Ces valeurs, portées dans (30), conduisent à Téquation 

k^{2X — k][x — a) (aV -h b\x*) = 26'x^r/v^a; — a)« — (A; — 2a)>a;*]. 
Le lieu semble ainsi être une quartique. Mais on remarque que le second 
membre peut se décomposer en deux facteurs du premier degré. On peut 
donc écrire Téquation 

{3'i]k^(2x-k){x-a)iaY+b*oû*) = 2bW[k(x-a)-x{k-2a)][k(x-'a)+x{k-2a)'], 
Le facteur 2X — k est ainsi en évidence. On retrouve ainsi la droite 

k 

a; = -• 

2 

C'est la droite (26). On la trouve, d'ailleurs, en faisant X = o dans (29). 
L'équation (32), débarrassée du facteur {2x — k), devient 
k*{x — a)(a'hf* -h b*x*) =: 2ab*x*[2x{k -— a) — ak]. 
On en déduit, après avoir remplacé k par {a — c)y 

_ (g + c)^x*[ia -JrOx + a{a — c)] ^ 

^' ^ ^ [a — c)a^{a — x) 

C'est une cubique, de formé strophoïdale. 

Le lieu des points de rencontre des sécantes communes à TcUipse et 
au cercle se compose donc de la droite (2 ) et de la cubique (33). 

6' Remarque. ^ Si, au lieu du foyer F, le plus voisin du sommet A, on 
avait considéré le foyer F', le plus éloigné de A, on n'aurait eu qu'à 
changer c en — c dans les diverses équations (11), (20), (21), (25), (26) 
et (33). 

— Si nous considérons un triangle MM'A, tel que MM' passe par F, 
et un triangle MjMiA tel que M^Mi passe par F^ et si MM' et MiM| 
sont parallèles, les coordonnées des centres de gravité G et G' de ces 
deux triangles sont 

_2a/ acm^ \ __ 2b*cm 

(34) X,_-3 \^i - ^i^j^rqr^V' ^«- 3(a«m«+6«)' 



(35) 
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2a / acm^ \ ^. 26*cm 
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Y rzr 



L^équation de la droite D^ qui unit les points G et G' est 

X Y I 



2a 

3" 



2a/ oon' \ _^ 

3 \ ^ a>w« + 6 / 



3 (a»w« -f 6») 

26*CW 



= o. 



3(a*m»4-&") 

Cette équation s^écrit^eu ajoutant et retranchant entre eux les él<^ments 
des deux dernières lignes du déterminant 

X Y 

2a 

T 

— a}m b* 

L*équation de D^ est donc 

2a6* 
(36) &*X + a>wY = 



o 



= o. 



3 



2a 



Celte droite passe par le point fixe (X = -r-, Y = o). Il y a lieu 

de remarquer que ce point fixe est le milieu de GG', et que la droite Dj 
est parallèle au diamètre conjugué à MM'. 

70 — Les coordonnées des centres C et G' des cercles circonscrits 
aux deux triangles MAM' et M^AM^ sont 



(37) 
(38) 



Xj,. - - 



m^[a [a^ -\- b») -■ c^] + 2ab^ 

2 {ahn^ + 6«) 

m*[rt(a« + 6«) + c3] _|_ 2a62 



V — wic^(fl--c) 

^ ""2(a«w>4-6a) 



Yc'^ 



mxi^{a -f- c) 



2[ahn*-{-b^) "<^' 2 (a»m« 

Les coordonnées du milieu de GC sont, par suite, 



b*) 



(39) 



(40) 



X, + X,, a(a« + b^) m» + 2ab* 



X = 



Y -l-Y 



2 (a«//i« + b^) 
amc* 



y = 



2 2 {a^m^ + 6*) 

L*élimination de m entre (39) et (40) donne 

(41) 2a«a;« + 26V — «(3«* + &*)aJ + «* (a» + b^) = o. 
G*est une ellipse dont les longueurs des axes sont 

2a' 26 

— L'équation de la droite D, qui joint les points G et G', est 

X Y I 

m\a(a* + 6«) — c»] + 2a6* mc^ {a — c) 2(a^m* + b*) 
w«[a(a* -i- &*) + C] + 206* 7nc* (a + c) 2 a>wi« + fc«) 
Ajoutons et retranchons entre eux les éléments des deux dernières 
lignes de ce déterminant. Il vient alors 

X Y I 

m}a{a^ + 6») + 2a6* mac^ 2 (a*m^ + 6*) 
m 10 

Ce déterminant, développe, donne pour Téquation de la droite D^ 

(42) (mY - X) (««m» -|- 6«) + a6«( i + m») = o. 



= 0. 



o. 
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8* Les coordonnées des orthocentres H et H' des denz triangles sont 
IA.^\ Y — — g^V<»' -^b^ — ac) Y _ cmja* + b^ ^ac) 

[M) A„- a«TO« + 6* • "~ aHii» + 6« ' 

__ cm* [a* -\-b*-{- ac) ^ _ cm {a* -{-b^ -hac) 

< **' ^H' - a«m« -h b* ' ^»' " a*m^ -f b* 

Les coordonnées du milieu de HH' sont par suite 

2X = X^ + X^., 

^3/ = Yh 4- \r, 
ou 

amc* 

En éliminant m entre ces deux équations, on trouve 

(47) à^x* ■+■ b*y* — ac*x = o. 

Le lieu du milieu de HH' est donc une ellipse dont les longueurs des 

c* ^ c* 
axes font - et - . 

a h 

L'équation de la droite Ilir est 

X Y I 



X„ Y„ I 

X^, Y^r I 



= o. 



En traitant ce déterminant comme les précédents, on trouve pour Téqua- 
tioD de la droite D,, qui unit les points H et ir, 

(48) X -f- wY = o, 

ce qui était à prévoir, car la droite HH^ est la hauteur commune aux 
deux triangles MAM' et MiA.MJ, aboutissant au sommet A. 

9* Pour avoir le lieu du point de rencontre des droites Di et D„ il faut 
éliminer m entre les équations (36) et (48). On trouve ainsi la droite 

(49) X = -3?- 

10* En éliminant m entre les équations (42) et (48), on obtient pour le 
lieu du point do rencontre des droites Ds et Dg, la cubique d'équation 

oX*(6*— 2oX) 

(50) Y' = ■ ■ . 
^ ^ 6«(2X — a) 

Cette courbe est unicursafe, car si on pose 

6* — 2cX 

2X — a 
on en déduit 

(51) X =. ^ 



2a{i* + I) 



La différentielle de Taire de cette courbe est 

dU _ ^ — ^ <^(a»t' + 6^) 
dt~ ' dt "" 2ab' {l* + i)» 
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L*aire comprise entre la cubique et son asymptote est donc 
(53 j rT_ - /*t*(a«/«+6*)rf/ 



abJo 



Or, la fraction sous le sif^ne / peut s'ccrire 

i*{aH*-\-b^) __ [(t»+i)-i][a'((«+i)-c'3 _ fl«(f»-fi)«-(a«-fc«)(^« -4-1)4-0' 



a^ 



(a* -+- c«) 



— + 



d/ 



L*czprcssion (53) devient alors 
Mais on sait que 



(i*+ I.'* 



i;J 



On trouve alors pour Taire U 



(54) 



U = 



c*(3a« + 6») 
i6a& 



(55) 



2/' 



11<> En éliminant m entre les équations (36) et (42), on trouve, pour le 
lieu du point de rencontre des droites Di et D, , 

^, _ &«2o = 3X)*[5ab^ — 3X (a' -j- 6»)] 

9a*[3X (o« 4- 6») — a(26« + 3a>)] * 
Cette équation représente une cubique du môme genre que la 

cubique (50). 
12* L'aire du triangle formé par les trois droites (36), (42) et (48) est 

une fonction du déterminant 



a^ 



m 



2ah* 



m>) 



a^m 



s ' 



b» 



I m 

qui, développé, a pour valeur 






Cette expression ne peut s'annuler que pour m — o. Mais, dans ce 
cas, il n'y a plus, à proprement parler, de triangle tel que MÂM'. Donc 
en général, les droites Di D, et D, no sont jamais concourantes. 

130 D'aprèi les valeurs (39), (40), (45), (46), et les coordonnées du point 

2a 
milieu de GG'(a; = -77 > ^ = o) , on a pour Taire du triangle formé par 



o 

:> 



les points milieux de GG', CC, et HH' : 

2a 

o 



3 



amc^ 



SS: 



Cette expression, développée, devient 



2(o«wi« + 6») 2(a>m«-f />»} 
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Puisque S =: o, c'est que les trois points milieux des droites Di , D^ 
et Ds sont toujours en li^i^ne droite. 

14*> Si Tellipse donnée devient une parabole de sommet A, on a alors, 
à la limite 

(56) a--=x> ^ — — p, a — c:-=-> e=-irzi, — -=i— e*;^o. 

a 2 a a* 

Lieu du centre de gravité du triangle MAM^ —Divisons l'équation (11) 
par a* : elle peut s'écrire 

9 - X^=-- 9Y» - 6 -.(3 — -)X+ 4(fl — c) - = o. 
^ a* -^ a \ a/ a 

En tenant compte des relations (56\ cette équation se réduit à la parabole 

(57) 9Y5 - 6pX -!- 2p^ = o. 

Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle MAM\ — L*équation (20) 
divisée par a", s'écrit 



« îV^'-H-?(.- 0V-„-4 + Sx.,._..^ 



o. 



Or, à la limite, d'après (I61 

^ ^ a" a^ a^ ' 

(60) ,72=(«-^' 



-(■+â']=ï 



L'équation (58) devient alors, à la limite, d après (56 1, (59) et (60) 
(61 ) 64 Y» — 4pX + 5p> — o . 

Enveloppe du cercle circonscrit au triangle MAM'. — L'équation (21) divisée 
par a* s'écrit 

et devient à la limite 

(62) y^{32x + p)= i6a;*(5p — 2x). 
La quartiquc (21) se réduit alors à une cubique. 

Lieu de Vorthocentre du triangle MAM'. — L'équation (25) divisée par a« 

devient X» r Y^ --\--{a^c) (2-|--)x = o, 

a* a \ a/ 

et à la limite 

(63) x(x--y)=:o. 

Dans le cas de la parabole, le lieu de i'ortbocentre est la droite 

2 

La droite X = o est une solution étrangère. 

Lieu des points de rencontre des sécantes communes au cercle circonscrit à 
MAM'^ et à la parabole. 
La droite (26) devient 

(64) x=-' 

4 
L'équation (33) s'écrit 



._(hjH(:+jHH 



y ^= 

(a-c)(-i|) 
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et à la limite 

(65) t/ .zr iï! (^X + p). 

P 

Le lieu des points de rencontre des sécantes communes au cercle cir* 
conscrit et à la parabole se compose donc de la droite (64) et de la 
cubique (65). 

Remarque. — Les résultats (57), (6J), (62) et (63) ont déjà été trouvés 
direclemcnt dans Texcrcice écrit 76. {J. M. S. 1894, p. 66 et 67.) 

QUESTION 438 

il^olntioii par M. L.-J. Goujon (Pensionnat Sainte-Marie, à Saint-Êtienne) 

V enveloppe des polaires des poifUs de la développée d*une ellipse 

par rapport à cette ellipse est une kreuzcurve. 

(E.-N. Barisien.) 

X^ 2/* 

SoitTellipse — „ + 7-. — i = o; 

sa développée a pour équation 

{axf + (by)'^ = c3 . 
Si (p est un angle variable, les coordonnées d'un point 
quelconque (xy) de cette courbe seront : 



• 


X 

y 


= — COS' CD, 

a ^ 

c^ 
— - sin' 9. 
b 






La polaire 


du point œy 8 


i pour équation 








, /COS9\3 


/sin(p\3 


0. 




L'enveloppe s'obtiendra 


en éliminant cp entre cette 


équation 


et sa dérivée 


1 par rapport à 


b^x 

> — » • 
a^y 






On trouve 


ainsi facilem( 


3nt, pour équation 


de l'enveloppe 




c^x^y^ 


— aV + ^^^*; 







c'est l'équation d'une kreuzcurve. 

Note bibliographique (*). — Le ternae de kreuzcurve a été 
proposé par M. P.-H. Schoute {Archives de Grunerty Ueber die 
Gurven 4^ Ordnung mit 3 Inflexionsknoten, II (2), 1885, 
p. 124) ; mais, à notre connaissance, la première notion de 

(*) Cette note est de M. H. Brocard. 
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cotte courbe parait duo à Terquem, et il est intéressant de le 
rappeler ici, à cause de la graade analogie de renoncé 438 
avec la définition de Terquem, donnée dans renoncé 165 
(iV.A.,1847, p. 394): 

Ij 4- f-\ = I élant l'équation d'une ellipse rapportée 

à ses axes, (-) -h (- j = i est l'équation de la polaire 

réciproque de la développée de l'ellipse relativement au cercle 
représenté par x* -h y* = a' — 6*. 

Voir {loc. cU., 1852, p. 191-192) la démonstration de 
M. H. Faure. 

Voir aussi diverses remarques de M. G. de Longchamps; 
notamment, /, S., 1886, p. 202. 

Nota, — Autres solattons par MM. E. Foucart, A. Boutin, Droz-Farny, 

H. UHUILUEH. 

• ■■■■!> ■ 

■ I— — ^^i^^»^ ^^^^m^ ■ ■ ■ I »^ ■ — I I ■ ■ 

QUESTION 439 

Soient M un point quelconque (Tune ellispe de centre 0, G le 
centre de courbure relatif au point M, D le point de rencontre de 
la perpendiculaire élevée en à OM avec la normale CM et I 
lemUieude OD. 

Montrer que le symétrique F, de I, par rapport à 0, esl le 
centre du cercle passant par hs pieds des trois normales à l'ellipse 
issues du point C. (E. N. Barisien.) 

Solution géométrique par M. A. Droz-Fârny. 

G étant un centre de courbure, deux des normales issues 
de ce point à Tellipse coïncident suivant CM et, par consé- 
quent, le cercle de Joachimsthal 
passe par M et par le point M', 
diamétralement opposé sur l'el- 
lipse. On sait (théorème Laguerre, 
de Longchamps) qu'il passe aussi 
par la projection H du centre 
sur la tangente en ce point et par 
les pieds des deux autres nor- 
males. Le point F se trouve donc sur la perpendiculaire OD 
et sur la perpendiculaire élevée au milieu de M'H, droite qui 
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passe par le milieu de OD'. Or, OD' = OD, donc 0D'= — = 01. 

2 
Solution analytique par M. L^Huillier. 

EU supposant que le point d'où Ton mène les normales soit 

— cos' 9, 7- sin' o ) et que le quatrième pied 

soit le point M (a cos 9, h sin 9), Téquation du cercle de 
Joachimsthal (de Longchamps, Géom, An., p. 402) est 

x^-\-y^-\ sin'cpcos^.a:— — cos^fsincp.?/— (a'cos'çpH-6*sin*9)=o. 

Cv 

Les coordonnées du centre sont donc 

sin» 9 cos 9, H — r cos* 9 sin 9. 

2a ^ ^ 26 ^ 

Les équations des droites MC et OD sont respectivement 

(MG) aœ sin ^ — by cos 9 = 0* sin 9 cos 9, 

(OD) ax cos (f -h by sin 9 = 0. 

Résolvant, on a pour les coordonnées du point D 

c* c» 

— sin* CD cos o, 7- cos* o sin 9. 

Ces coordonnées sont le double des coordonnées^ changées 
de signe, du centre du cercle, qui est, par suite, le symétrique, 
par rapport au centre, du milieu I de OD. 

Remarque (*), — Dans les conditions énoncées, le milieu de 
la corde considérée, la projection de l'origine sur cette corde, 
le point D, le centre Y du cercle de Joachimsthal décrivent 
des lieux analogues, projections de rosaces à quatre branches. 

QUESTION 440 

Solution par M. H. Brocard. 



On donne un cercle et deux diamètres fixes XOX' et YOY' 
rectangulaires. D'un point M quelœnque de la circonférence 0, 
on abaisse les perpendiculair es MP et MQ sur les diamètres fioces, 

La droite PQ rencontre la circonférence en ^ et S. 

Le lieu de Vorthocentre H du triangle formé par les points R 

(*) Cette remarque accompagnait la solution analytique que M. Foucart 
nous a adressée. 




ov 
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et S et le point M', diamétralement opposé à M, est une courbe 
fermée, du sixième degré, dont l'aire est moitié de celle du cercle 0. 

(E.-N. Barisieo.) 

Gomme dans la plupart des problèmes où Ton propose la 

détermination du lieu de 
l'orthocentre ou du bary- 
centre de certains triangles 
et le lieu du centre du cercle 
circonscrit, il y a inlérêt à 
profiter des simplifications 
que peut procurer la corré- 
lation de ces trois points, 
situés en ligne droite et 
complémentaires Tun par 
rapport aux deux autres. 
Or, ici, le centre du cercle 
circonscrit est ^xé, et Ton sait que le lieu (H) est homothé- 
tique au lieu (G) avec des rayons polaires trois fois plus 
grands. 

Soit MOX = M. Lo cercle et la droite RS ont pour 
équations a;* H- t/* = i, 

X y 

H — = î. 

cosu sin u 
Les abscisses x^, x^ et les ordonnées yi, y^, des points 
R, S sont donc déterminées par les équations 

x^ — 2X cos U sin* u — cos* u — o, 

y^ — 2y sin u cos* u — sin* u — o; 

par suite, les coordonnées x, y du point G ont pour valeurs 

X = - (2 cos u sin* u — cos u), 
6 

Y = - (2 sinu cos*!^ — sin u). 
5 

Mais X et Y désignant les coordonnées de H, on a 
3x = X, 3y = Y. On en déduit aisément l'équation du lieu (H), 
car, en divisant, on a Y = — X Ig i<, d'où 

(X* -+- Y*)3 = (X* - Y^)*. 

Cette équation représente une courbe du 6^ degré, admettant 
pour axes de symélrie les deux axes de coordonnées. 
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L'aire de la courbe a pour expression 



r 



M (*2 ri /•2 

A= 4 / ^Hiù 4- 4 / p'rfo) = / ces* 2(0 . 2û?to) ■+• 2 / C08'a),2C?(o. 

4 4 

Mais 2/cos* u du =^ cos w siii u + u. 

On en conclut, pour Tintégrale définie, Texpression 

- > ou, pour l'aire cherchée, — a*. 

2 2 

Autrement (*). — Menons par M une parallèle MI à RS. 
Les perpendiculaires abaissées de et de M en I sur RS 
étant égales, si H est le pied de la perpendiculaire abaissée 
de sur M'I et A le point d'intersection de M'I avec RS, 
on a : M'H = HI = 2HA et par conséquent H est l'orlho - 
centre cherché. Posons HOM' = SPO = MOP = 9, d'où 
angle IMM' = 2<p, on a 

2HO = IM = 2R cos 2<p. 
d'oh, p = R cos 29 

C'est l'équation delà rosace à quatre foliums (**). 

L'équation cartésienne de cette courbe sera 



Surf. tôt. = 4R^ / cos* 2tpc?(p = 4R^ 



CD ï . I4 TtR^ 

— H — sm 49 = — • 

2 ^^Jo 2 

Nota. — Solutions aaalogues par MM. L'Huillieu et Foucart. 

M. Foucart ajoute à sa solution la note suivante : 

La courbe considérée est une rosace. Pour la quadrature générale de 
ces courbes, voir, par exemple, une note de M. Aubry, J. S., 1893, page 174. 

On aurait pu trouver l'aire de la courbe d'une autre façon, en remar- 
quant que c'est la podaire d'une courbe dont on connaît l'aire. Voir, à ce 
sujet, un article de M. Barisien, N. A., 1895, t. XIV, p. 89. 

QUESTION 490 

Solution par Â. Droz Farny. 

Un cercle variable passe par les points fixes ketB, Soient G le 
point diamétralement opposé à A, BD /a corde menée par B paral-^ 
lèlement à AG. On demande : /*^ le lieu du point D; 2^ celui du 
milieu de CD. 

(*) Cette solution est de M. A. Droz-Fariny. 

(**) C'est la courbe qui a servi de base au trisecteur de M. de Long- 
cbamps (Congrès de Besançon). 



288 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



Reconnaître exactement la nature des courbes obtenues qui sont 
classiques. ^M. d'Oeagne). 

I« Dans le cercle variable, les arcs AD et BG sont égaux, 
donc le trapèze ADBC estisoscèle; E étant le point de ren- 
contre de la sécante 
variable AD avec 
Taxe fixe BC, on a : 
ED = EB. Le lieu de 
D est donc une stro- 
phoïde de sommet A 
et de point double B. 
2® Soient a le point 
de rencontre des 
hauteurs AB et CD 
du triangle AEG, F 
et M Jes points mi- 
lieux de ces droites ; 
OEsera donc perpen- 
diculaire sur FM en 
son point milieu G. 
Prolongeons les 
droites ABet AG respectivement de BB'=:BF et GG' = CO; 
la droite FM coupera B'G' au point L'. Abaissons B'M' 
perpendiculaire FM ; comme 2FO = BG — B'L', les triangles 
B'L'M' et OFG sont semblables, le rapport de similitude étant 
2 ; ainsi MX' = 2FG = FM. Le lieu de M est donc une 
cissoïde admettant FB' comme axe de symétrie, F comme 
point de rebroussement et B'G' comme asymptote. 

RECTIFICATION 
L^énoncé de la question 499 {Journal, p. 144) doit être ainsi rectifié : 
499. — On donne une ellipse. Par un point i on mètie une corde arbitraire 
ab et Von prend son pôle c par rapport à Vellipse. Déterminer i de façon que 
la perpendiculaire, abaissée de V orthocentre du triangle abc sur le diamètre oc 
passe par un point fixe, quelle que soit la corde ab. 
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